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Regulación no lineal de la salida basada en modelos 
Takagi-Sugeno 

Estrada M. Víctor, Castillo T. Bernardino y Bernal R. Miguel A. 

 
 Nonlinear output regulation based on Takagi-Sugeno models 

Abstract— Tracking a signal is one of the most important issues 
in control theory and the output regulation theory is a useful tool. In 
fact, it is difficult to solve because a set of partial differential 
equations appears in the nonlinear case. Then, Takagi-Sugeno 
models are introduced in order to simplify the procedure. This 
paper shows a systematic approach based on Takagi-Sugeno models 
and linear matrix inequalities that solve the nonlinear output 
regulation problem by taking advantage of convex representations 
for the nonlinear mappings and the time-derivatives of the 
membership functions, one of the principal contributions that makes 
it different from previous results. In addition, it is fully based on 
element-wise linear matrix inequalities which are numerically 
solvable by convex-optimization methods. 

Keywords— Linear Matrix Inequality, Output Regulation 
Theory, Takagi-Sugeno Models, Trajectory Tracking. 

Resumen— El seguimiento de trayectoria es uno de los 
principales problemas en la teoría de control y la teoría de 
regulación de la salida es una herramienta muy útil. Sin embargo, 
resulta difícil resolverlo porque aparecen un conjunto de ecuaciones 
diferenciales parciales en el caso no lineal. Los modelos Takagi-
Sugeno han sido introducidos para simplificar el procedimiento. 
Este artículo muestra un enfoque sistemático basado en modelos 
Takagi-Sugeno y desigualdades matriciales lineales que solucionan 
el problema de regulación no lineal de la salida tomando ventaja de 
las representaciones convexas de los mapeos no lineales y las 
derivadas de las funciones de membresía, una de las principales 
contribuciones que lo hacen distinto de trabajos anteriores. Además, 
está basado en desigualdades matriciales lineales elemento por 
elemento que pueden ser resueltas numéricamente por métodos de 

punto-interior.  

Palabras clave—Desigualdad Matricial Lineal, Modelo Takagi-
Sugeno, Seguimiento de Trayectoria, Teoría de Regulación de la 
Salida. 

I. INTRODUCCIÓN 
El seguimiento de una señal es importante en sistemas de 

control. Existen varias técnicas para lograr tal objetivo, una de 
ellas es la teoría de regulación, que se basa en técnicas de control 
en el marco de la geometría diferencial. La teoría de regulación 
ha sido tratada tanto para sistemas lineales [1] como para no 
lineales [2, 3, 4].  

Esencialmente, el problema de regulación consiste en 
someter una planta a señales de referencia y/o perturbaciones 
externas, generadas por un sistema llamado exosistema. Existe 
solución al problema si es posible encontrar una ley de control tal 
que en ausencia de perturbaciones el punto de equilibrio de la 
planta en lazo cerrado sea asintóticamente estable y, además, el 
error de seguimiento entre la salida de la planta y la señal de 
referencia tienda a cero asintóticamente [5]. Existen dos casos: a) 
información completa de los estados, llamada regulación por 
retroalimentación del estado; b) cuando sólo se tiene información 
del error de seguimiento, entonces se utiliza regulación por 
retroalimentación del error [2, 6]. 

Para el caso lineal, es suficiente y necesario resolver un par 
de ecuaciones matriciales lineales, llamadas ecuaciones de 
Francis [1]. La extensión para sistemas no lineales, está basada 
en la teoría de la variedad central [7] y su solución se consigue al 
resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales 
conocidas como ecuaciones de Francis-Isidori-Byrnes (FIB) [2]. 

Trabajar con las ecuaciones FIB, resulta en la mayoría de los 
casos muy complicado. Para tratar de simplificar el 
procedimiento se ha trabajado en el marco de sistemas lineales 
[3, 4, 8, 9]. En años recientes, el modelado en la forma Takagi-
Sugeno (TS) y el uso de desigualdades matriciales lineales 
(LMIs, por sus siglas en inglés) ha sido utilizado para enfrentar 
las dificultades mencionadas anteriormente [10, 11, 12]. 

En este trabajo se busca la solución sistemática y completa 
para el problema de regulación no lineal de la salida (PRNS)  por 
retroalimentación, tanto del estado como del error, a través 
modelos TS [13] y LMIs. Para esto se asume una estructura TS 
de las ecuaciones FIB, mismas que originan derivadas de las 
funciones de membresía que generan inconvenientes [11, 12]. 
Dificultades similares se presentan en el área de estabilización 
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por medio de una función no cuadrática de Lyapunov para 
sistemas en forma TS, las primeras investigaciones [14, 15, 16] 
solo dan una aproximación. En [17] se presentó por primera vez 
un análisis completo que toma ventaja de esas derivadas de 
funciones de membresía (FMs). Este análisis es incluido en las 
ecuaciones FIB y permite resolver el PRNS por medio de 
modelos TS y LMIs.  

El presente artículo está ordenado como sigue: la sección II 
muestra el PRNS y notación para modelos TS; la sección III 
contiene los resultados principales en donde se desarrolla el 
análisis de las derivadas de FMs para solucionar el problema del 
regulador difuso; un par de ejemplos son mostrados en la sección 
IV para verificar la efectividad del enfoque; finalmente, en la 
sección V se muestran las conclusiones. 

II. TEORÍA BÁSICA Y NOTACIÓN 

A. Regulación de la salida por retroalimentación del estado 

Considere el sistema no lineal  

       
   

   ( )

x t f x g x u p x w

w t s w

e t h x q w

  



 



   (1) 

donde   1nx t X     es el vector de estados,   1mu t   es la 

entrada del sistema,   1qw t W     el exosistema y 

  1oe t  es el error de seguimiento.  

El PRNS por retroalimentación del estado consiste en 
encontrar una ley de control    ,u t x w  tal que: 

A)        , 0x t f x g x x   tenga el punto de equilibrio 

0x   exponencialmente estable con  , 0x K x  , n mK  . 

B)         0,0 : 0 , 0 lim 0
t

U X W x w U e t


        . 

En [5] se proponen las siguientes hipótesis: 
H1) 0w   es un punto de equilibrio estable del exosistema y 

0W W   :  0w W    es Poisson-estable.  

H2)     ,f x g x  tiene una aproximación lineal 

estabilizable en 0x  . 
Si se cumplen H1 y H2, el PRNS por  retroalimentación del 

estado tiene solución si y sólo si  x w  ,  u w : 

 0 0  ,  0 0   como mapeos en 0 0W W   tales que 

[5]: 

 
            

    0 .

s w f w g w w p w w
w

h w q w

    




  


 

 (2) 

La ley de control está dada por 

         ,u t x w w K x w        (3) 

La figura 1 muestra un diagrama a bloques del esquema de 
control por retroalimentación de estado. 

B. Regulación de la salida por retroalimentación del error 

En caso de que no se tenga acceso a todos los estados, es 
necesario hacer un estimado de las variables utilizando la 
información disponible, la del error. En consecuencia el 
problema de regulación debe resolverse a través de 
retroalimentación del error. Para esto considere el sistema no 
lineal (1), el PRNS por retroalimentación del error consiste en 
encontrar una ley de control 

 
   
   

,t e

u t

  

 






   (4) 

donde   ( ) 1n qt     , además    0 1

T
t   tales que:  

C)        x t f x g x     y     ,t h x    tengan un 

punto de equilibrio    , 0,0x    asintóticamente estable. 

D)  0,0,0U X W     y       0 , 0 , 0x w U   

para que el sistema en lazo cerrado 

         
      
   

,

x t f x g x p x w

t h x q w

w t s w



 

 

  

 






  (5) 

cumpla que el  lim 0
t

e t


 . 

Además de las hipótesis H1 y H2, es necesario considerar 
una tercera: 

H3) 
   

     ,
f x p x w

h x q w
s x

   
     

 es un par detectable 

en la aproximación lineal    , 0,0x w  . 

En caso de cumplirse H1, H2 y H3 el PRNS por 
retroalimentación del error tiene solución si y sólo si 

 x w  ,  u w :  0 0  ,  0 0   como mapeos en 
0 0W W   tales que las ecuaciones en (2) se cumplan. 

La ley de control está dada por 

Fig. 1 Diagrama del sistema en lazo cerrado con retroalimentación de estado.
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        1 0 1u t K            (6) 

C. Modelado Takagi-Sugeno (TS) y LMIs 

A continuación se definirá el modelo de la forma TS [18] por 
medio del enfoque sector no lineal [13], que es una 
representación exacta del modelo no lineal, es decir, una 
reescritura del mismo. Con esto se busca poder resolver ambos 
problemas de regulación no lineal de la salida por medio de 
LMIs. Suponga que (1) tiene p no-linealidades acotadas 

  ,j j jnl nl nl     ,  1, ,j p   en una región compacta 

X W    incluyendo el origen. Sea   pz    el vector de 

premisas en el cual las no-linealidades son expresadas (acotadas 
en una región compacta 0  , posiblemente dependiendo de x  
y w ). Las no-linealidades descritas anteriormente son capturadas 
en los siguientes pesos 

  
 

   0 1 0, 1
j jj j j

j j

nl nl

nl nl
  

 
     


, (7) 

 1, ,j p  , con los cuales se construyen las funciones de 

membresía (FMs) para  1, ,2pi  ,  0,1ji  : 

  1
1 21 2 2

1

p
jp

p
j

i i ji i i
j

h h z     


 
  (8) 

Las FMs tienen la propiedad de suma convexa 

 
1

1
r

ii
h


  ,   0ih    en  . Estas sumas, por simplicidad, se 

escribirán como 
1

r

z i i
i

h


   . Otras expresiones como la 

derivada de la suma convexa 
1

r

z i i
i

h


     y la doble suma 

     
1 1

r r

zz i j ij
i j

h z t h z t
 

    aparecerán a lo largo del 

trabajo. 
Además, el símbolo  ( ) representa menor que (mayor 

que) elemento a elemento en expresiones relacionadas con 
matrices. También,  (  ) se usarán como definido negativo 
(positivo) en expresiones matriciales. 

Lema de Relajación [19]: Sea ij ,  , 1, ,i j r   una 

colección de matrices de tamaño adecuado. La doble suma 
convexa 0zz   es garantizada se cumple si lo siguiente: 

 

   2

0, 1, ,

2
0, , 1, , , .

1

ii

ii ij ji

i r

i j r i j
r

   

        





  (9) 

D. Regulador Difuso 

La representación exacta de (1) en   es: 

 

           

     

      

 

       

   

1

1

1

,

,

( )

r

i i i

z

i

z

i

i
i

z z

r

i
i

r

i

z z

i
i

x t h z t A t u t E t

A x t B u t E t

t h z t S t

t

e t h z t C t Q t

C t Q

x B w

w

w w

S w

x w

tx w







 

  



 

 














(10) 

con n n
iA  , n m

iB  , o n
iC  , n q

iE  , o q
iQ  , 

q q
iS  , 1, ,i r  , matrices de tamaño apropiado derivadas 

del enfoque de sector no lineal con 2pr   el número de 
reglas.  

En las siguientes expresiones, el argumento del tiempo será 
omitido donde sea conveniente. 

Ahora, el PRNS tiene solución si y sólo si 

        

   

1 00

0

r
i i i

i
i i i

z z z

z z

A E Bw w
h z t w

C Q w

A E Bw
w

C Q w

 







       
                

    
          




, (11) 

satisface los mapeos no lineales ( )x w  y ( )u w . La 

expresión (11) es equivalente a las ecuaciones FIB (2). 
En [11, 12] se asume una estructura de suma convexa para 

los mapeos no lineales 

         

         

1

1

r

j j z
j

r

j j z
j

w t h z t w t w t

w t h z t w t w t









   

   




   ,          (12) 

con n q
j

  , m q
j

  ,  1, ,j r  . Y la reescritura de las 

leyes de control (3) y (6): 

     , z z zu t x w w K x w       (13) 

En Teoría de Regulación la ganancia de estabilización K  
normalmente se diseña primero. En la literatura existen diversos 
trabajos que solventan este paso. Aquí se adoptará el enfoque 
Compensador Paralelo Distribuido, en donde zK K  . 

En caso de no tener toda la información completa, ya sea que 
alguno de los estados x  o del exosistema w  no estén 
disponibles, es necesario resolver el PRNS por retroalimentación 
del error. Reescribiendo (4) en la región   queda 
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z z

z

e

u

t F G

t H

 



 


               (14) 

con    n q n q
iF    ,  1

i
n qH   ,  1, ,i r  ,   1n q

zG    

definidos como sigue 

 0

1 1

o
z z z z z z z z z z z

z

z zz z

z

z

G C B K G Q BA E
F

G G QS

K

C

    




 
  

, 

0

1
z

z

z

G
G

G





 
 

 y  z z z z zH K K   . La ganancia zG es 

diseñada para que los  pares  ,
0

z z
z z

z

T
TA E

C Q
S

  
     

 sean 

asintóticamente estables por medio del enfoque Compensador 
Paralelo Distribuido. Finalmente la ley de control tiene la forma 

     1 0 1zz zu t K           (15) 

En la siguiente sección, la representación exacta TS del 
sistema no lineal permitirá trabajar con las ecuaciones FIB para 
resolverlas con técnicas de optimización convexa, es decir, en 
términos LMI. Resultados presentados anteriormente [11, 12, 16] 
quedarán como casos particulares de este nuevo enfoque. 

III. RESULTADO PRINCIPAL 
El siguiente teorema proporciona elementos para resolver el 

PRNS por medio de LMIs.  
Teorema 1 [20]: Sean L , : a b cR    matrices lineales 

continuamente diferenciables funciones de un vector de decisión 
ax . Si existe solución única ax   para el problema 

   L x R x , ésta solución es aproximada con una precisión 

arbitraria por el problema de minimización LMI elemento por 
elemento:  

   min 0 : L x R x      . 

Demostración: De    L x R x  se sigue que 

   L x xR  0  con b c0  . Por continuidad y unicidad de la 

solución x , esto implica que 0   arbitrariamente pequeño, 

0 : x x         L x R x     con   arbitrariamente 

pequeño. Esto lleva directamente a la deseada expresión LMI.   
 
Sustituyendo (12) en (11) permite reescribir las ecuaciones 

FIB como sigue: 

00
z z z zz z

z
z z

A E w Bw w
w

C Q w

        
               


  (16) 

En resultados anteriores [11, 12] el problema de la derivada 
de las funciones de membresía que aparecen en z  no se 

considera por se asume 0z  , es decir, j   , 

 1, ,j r   . También se consideran cotas que no son 

conocidas a priori. En [17, 21] se presenta una manera de tomar 
ventaja de la información que proporcionan las derivadas de las 
FMs en otro contexto; pero que mantiene propiedades LMI para 
ser solucionadas por medio de técnicas de optimización convexa 
[22, 23]. Los resultados presentados en el siguiente teorema 
utilizan estas ideas, con lo cual se abre la posibilidad de no 
despreciar a priori el término z . 

Teorema 2: Suponga que H1 y H2 se cumplen, entonces el 
PRNS por retroalimentación del estado tiene solución si  

T n nX X    , m n
jM  , n q

j
  , m q

j
  , 

 1, ,j r  , 0k  ,  1, ,k p  ,  y un 0   arbitrariamente 

pequeño tales que: 

   
1 2( , ) ( , )

1

0

0,

1

0,

k

z z z z z

T T

z z

p
d

k g z k g z k

T
z z z z

k

z z

z

z

z

k
k

X B M XA MX A

A E S

C

B

B

Q



 

 





     
 
     
 
 

  

 



 

 



,    (17) 

con      1 1
1 , 1 / 2 2 1 1 mod 2p k p k p kg j k j j            , 

   2 1, , 2 p kg j k g j k   ,     la función floor y kd   obtenido de 

1
1 11 2 2 p

p pd d d   
       ,  1, ,2p   . La ley de 

control viene dada por (13) en donde 1
z zK M X  . 

Demostración: Con el primer conjunto de expresiones se 
encuentra la ganancia de estabilización zK a través de una 

función candidata de Lyapunov 0TV x Px  , 0TP P    y 
una la ley de control zu xK  (sin perturbaciones w ) se tiene el 

siguiente desarrollo: 

    
   

0

0

0

T

T
z z z

z z z

T T T
z z

T

T T T
z z z

T T T

z

z

z

z z

z z

V x x xPx

B K

B K

P

x P A A K B P x

P A A K B P

A X B M XA M B

 





 

   

   

  

  

 

con 1X P  y 1
z zM K P . Para la segunda parte de (17), se 

puede ver que las ecuaciones FIB en (16) pueden reescribirse, 
después de  sustituir w  y simplificar los términos comunes: 

0
z z z z zz z z

z z z

A E BS

C Q

       
      


  (18) 

En [17] se probó que  
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1 20 ( , ) ( , )

1

p
k

z g z k g z k
k




       (19) 

con  1 ,g j k  y  2 ,g j k  como ya se definieron anteriormente. 

Reemplazando (19) en (18) resulta: 

  
1 20 ( , ) ( , )

1

0

z z z z z z z

p
k

g z k g z k
k

z z z

A E B S

C Q




     
 
    
 
 

  

         (20) 

A partir del Teorema 1 se tienen condiciones suficientes para 
la ecuación matricial (20) se puede aproximar mediante el 
problema de minimización sobre un 0   arbitrariamente 
pequeño, resulta la siguiente expresión: 

 
1 20 ( , ) ( , )

1

z z z z z z z

p
k

g z k g z k
k

z z z

A E B S

C Q

 


     
 
    
 
 

  

                    (21) 

Si 0
k

k   para 0k  , entonces (21) resulta en (17)

utilizando la propiedad 0 0kY Z   si 0kY Z   .  

Teorema 3: Suponga que H1, H2 y H3 se satisfacen, 
entonces el PRNS por retroalimentación del error tiene solución 
si  1 1

T n nX X    ,    
2 2

n q n qTX X      1
m n

jM  , 
 

2
m n q

jM   , n q
j

  , m q
j

  ,  1, ,j r  , 0k  , 

 1, ,k p  ,  y un 0   arbitrariamente pequeño tales que (17) 

y   

   
1 2

2 2 2 2

( , ) ( , )
1

1

2

0

1 1 1 10,

0,

,1

0,

0,

k

T T T
z z z z z z

T T T

z z z z z z z

p

z z z z

d

k g z k g z k
k

z z z

k
k

z z

X B MX A

X A B A

A E B S

C Q

X A M B

X M X M B



 

 





 

     
 
     
 
 

   

  

  



 



             (22) 

con      1 1
1 , 1 / 2 2 1 1 mod 2p k p k p kg j k j j            , 

   2 1, , 2 p kg j k g j k   ,     la función floor y kd   obtenido de 

1
1 11 2 2 p

p pd d d   
       ,  1, ,2p   . La ley de 

control obtenida de (14) con 1
1 1z zK M X   y  2

1
z z

T

zG M X  . 

Demostración: Al igual que en el teorema previo, se utiliza 
el una Función Candidata de Lyapunov para estabilizar los pares  

 ,z zA B  y  ,z zA B  con 
0

z

T

z
z

z

A E
A

S

 
  
 

 y  z z z

T
CB Q   . 

El resto de la demostración es idéntico al  del teorema 2.   
Observación 1: Para resolver el PRNS las condiciones 

planteadas en cada teorema se resuelven simultáneamente, 
proporcionando un enfoque sistemático y gracias a las técnicas 
de optimización convexa. 

 Observación 2: Para obtener expresiones LMI de (17) y (22) 
hace falta aplicar el Lema de Relajación presentado 
anteriormente para quitar las sumas dobles implicadas haciendo 
una correcta selección de zz . En [24, 25] se muestran más 

relajaciones que igualmente pueden aplicarse. 
Observación 3: Existen diferentes opciones para el diseño de 

K : a) una ganancia común K K   que estabiliza el par 

    ,f x g x  en 0x  ; b) el enfoque del Compensador Paralelo 

Distribuido [11, 12, 13] en donde zK K   y una función 

cuadrática de Lyapunov TV x Px ; c) Control Difuso No 
Cuadrático [12, 13, 17] con 1

z zK K P   y una función difusa de 

Lyapunov 1T
zV x P x . Las mismas opciones son válidas para la 

ganancia G   del observador. 
Observación 4: Las LMIs obtenidas de los teoremas 2 y 3, 

puede ser resueltas como un problema de minimización convexa 
sobre  ; además, esto representa una cota de cada elemento del 
error en estado estable ss z z ze C Q   , como se puede ver de las 

expresiones (17) y (22), si el mapeo zx w   es alcanzado con 

suficiente precisión. 
Observación 5: La cota sobre 0

k  es verificable a posteriori 

por medio de la simulación del sistema en lazo cerrado. 
Observación 6: Para PRNS por retroalimentación del error se 

asume que el vector de premisas no puede depender de estados 
estimados (Caso 1, en [13]). 

IV. EJEMPLOS 
El primer ejemplo resuelve el PRNS cuando se tiene toda la 

información, es decir, a través de una retroalimentación del 
estado, resultando i  iguales. En el segundo, no se cuenta con 

toda la información, entonces se soluciona el PRNS por 
retroalimentación del error, donde 0z   y es importante una 

elección correcta 0
k

k  . 

Ejemplo 1: Sea el siguiente sistema no lineal: 

       
2 2
2 1

11 0 0.5

00.76 0.5 0 0

x x
x t x t u t w t

     
      

    
 ,     (23) 

con  1 2

T
x x x  como vector de estado y  1 2

T
w w w el 

vector del exosistema que proporcionará las referencias  a seguir 
y perturbaciones a rechazar, cuya dinámica es 
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0 1

1 0
w tw t

 
  

    (24) 

Las premisas son 1 1z x  y 2 2z x , entonces el siguiente 

modelo TS representa exactamente a (23) y (24) en la región 

 1, 1i ix w     0 : 

           

      

4

1

4

1

 

,

i
i

i

i

i

ii

ihx t x t B u t E w t

w t w t

z t A

h z t S







 






 (25) 

con 1 2

1 1

0.76 0.5
A A





  

 
, 43

1 0

0.76 0.5
A A





  

 
,  

1

0iB





 
 

, 

0 1

1 0iS
 
  

 , 1, ,4i   , 1 3

0 0.5

0 0
EE


 


 
 

,  

2 4

0 0

0 0
E E


 


 
 

, 1 2
0 2x  , 2 2

0 1x  , 1 1
1 01   , 2 2

1 01   , 

1 2
0 01h   , 1 2

0 12h   , 1 2
1 03h    y 1 2

1 14h   . 

La salida del sistema es 1y x  y se requiere seguir a 1w , 

entonces  1 0iC  ,  1 0iQ  , 1, 4i   . Al aplicar el 

Teorema 2 y el Lema de Relajación sobre las sumas dobles, las 
ganancias estabilizadoras resultantes son 

 1 2 1.4259 5.6353K K    ,  3 4 1.4259 4.6353K K    . 

Las cotas 81 10k   , 1,2k   son verificadas a posteriori para 

cumplir 0
k

k   y elegidas tan grandes como se pueda. Los 

mapeos difusos obtenidos son 
1 0

0.304 0.608i

 
  




 , 

1, 4i   ,  1 1.304 1.108 ,  2 1.304 1.608 , 

 3 1 0.5   y  4 1 1  . 

En este caso, tenemos i iguales, por lo tanto la elección de  

k  no juega un papel fundamental, ya que el término de (17) 

   
1 2( , ) ( , )

1

1 k

p
d

k g z k g z k
k






     se ve claramente que es igual a 

cero al tener i idénticas. 

Los resultados en simulación muestran seguimiento exacto 
de la salida hacia su referencia (ver figura 2) para las condiciones 

iníciales    0 0.4 0.1
T

x   y    0 0.8 0
T

w   . Además 

puede verse que 0z   debido a que 1 2 3 4     .  

Ejemplo 2: Sea el modelo no lineal 

     

 

2
1

2
2

2
2

00.3 0.027 0.9

10.3 0
 

.4

0 0

0 0.3

x
x t x t u t

x

w t
x

   
    

  
 

  
 


 (26) 

con  1 2

T
x x x  como vector de estado y  1 2

T
w w w el 

vector del exosistema referencias y/o perturbaciones generadas 
por  

     
0 1

1 0
w tw t

 
  

    (27) 

El vector de premisas está formado por 1 1z x  y 2 2z x , 

entonces el modelo TS (representación exacta) de (26) y (27) en 

 1, 1i ix w     0  es: 

           

      

4

1

4

1

 

,

i
i

i

i

i

ii

ihx t x t B u t E w t

w t w t

z t A

h z t S







 






 (28) 

con 1

0.327 0.9

0.3 0.4
A

 
  
 

, 2

0.327 0.9

0.3 0
A





 
 

, 3

0.3 0.9

0.3 0.4
A





 
 

, 

4

0.3 0.9

0.3 0
A





 
 

, 
1

0iB





 
 

, 
0 1

1 0iS
 
  

 , 1, ,4i   , 

1 3

0 0

0 0.3
EE


 


 
 

, 2 4

0 0

0 0
E E


 


 
 

, 1 2
0 1x  , 2 2

0 2x  , 

1 1
1 01   , 2 2

1 01   , 1 2
0 01h   , 1 2

0 12h   , 1 2
1 03h    y 

1 2
1 14h   . 

Teniendo 1y x  y a 1refy w , entonces  1 0iC  , 

 1 0iQ  , 1, 4i   . Aplicando a (22) el  Lema de Relajación 

las ganancias resultantes son: 1

2.3578

1.6417

T

K
 

   
, 

2

2.3578

1.2417

T

K
 

   
, 3

2.3893

1.6570

T

K
 

   
, 4

2.3893

1.2570

T

K
 

   
,  

 
 
 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

-0.5

0

0.5

1

Tiempo (s)

x 1 s
ig

ui
en

do
 w

1

 

 

x
1

w
1

Fig. 2 x1 siguiendo referencia de w1 en ejemplo 1. 
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Fig.3 Error de seguimiento x1-w1 en ejemplo 2. 
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Fig.4 Vista aumentada del error de seguimiento en estado estable en ejemplo 2. 

 

Fig.5 Verificación de las cotas βk. en el ejemplo2. 

 

1

10.9143

13.3953

5.0924

1.3855

G

 
 
 
 
 
 

, 
2

10.8429

13.2989

5.0963

1.3832

G

 
 
 
 
 
 

, 
3

10.7302

13.2045

5.0082

1.3699

G

 
 
 
 
 
 

 y 
4

10.6588

13.1081

4.9720

1.3676

G

 
 
 
 
 
 

.  

 
 

Las cotas propuestas sobre 0
k  son 1 1.5   y 2 5   son 

verificadas en simulación. Tras el cálculo se comprueba que no 
hay seguimiento exacto y que 0.0083   es el valor mínimo de 
  y será la cota del error en estado estable. 

Los mapeos calculados son: 21

0.9937 0.0026

0.3489 1.1050

 
 

 


 , 

3 4

0.9937 0.0029

0.3436 1.1031

 
 

 


 , 1

1.2640

1.0900

T 
   

 , 2

1.4027

0.3483

T 
   

 , 

3

1.2634

1.0859

T 
   

  y 4

1.4016

0.3444

T 
   

 . 

 
Observe que, para este caso aparece 0z   además de que 

el 0.0083ss    corresponde a la cota del error de 

seguimiento en estado estable. La figura 3 muestra la simulación 
de los resultados obtenidos para varias condiciones iníciales, una 
vista más cercana del error en estado estable se tiene en la figura 
4, en donde las líneas punteadas representan la cota   y en líneas 
continuas el valor del error en estado estable para distintas 
condiciones iníciales. ´Finalmente, la figura 5 ilustra que 0

k  

cumple con las cotas previamente definidas para las condiciones 

iníciales    0 0.1 0.1
T

x  ,    0 0.6 0
T

w    y 

   0 0.4 0.1 0.3 0
T   .  

V. CONCLUSIONES 
En este trabajo se han presentado condiciones para resolver 

el problema de regulación difusa. En él se muestra un nuevo 
método que está completamente basado en LMIs y modelos TS. 
La principal novedad de este trabajo es la inclusión de  las 
derivadas de las funciones de membresía que aparecen debido a 
las ecuaciones FIB y a las representaciones convexas de los 
mapeos, además el PRNS es resuelto de manera sistemática a 
través de métodos de optimización convexa implementados en 
software disponible comercialmente. Al tomar en cuenta las 
derivadas de las FMs, este enfoque engloba resultados anteriores, 
dejándolos como casos particulares. Con los ejemplos mostrados, 
se prueba la efectividad del enfoque propuesto. Como trabajo a 
futuro se plantea investigar la manera de garantizar las cotas 
sobre las derivadas de las funciones de membresía a priori para el 
Teorema 2 así como reducir las limitaciones mostradas en el 
modelado de los mapeos no lineales. 
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A design-of-experiments approach to maximize the 
reliability of adjustable speed drives  

 
Calleja G. Hugo, Chan-Puc Freddy, Toral Homero, Torres M. Emmanuel y Sánchez H. Víctor 

 
Un diseño de experimentos enfocado a maximizar la confiabilidad de drives de velocidad 

ajustable 
 

Abstract— There are several proposals to improve the reliability 
of adjustable speed drives. One is to use an active rectifier and a 
small-valued capacitor. Another is to use switching patters aimed at 
reducing the current ripple flowing through the capacitor. A third 
one is to closely monitor the capacitors, in order to detect its 
degradation. Manufacturers claim, however, that modern capacitors 
can perform satisfactorily in this application. This paper presents a 
methodology to select the design specifications for a standard ASD, 
in such a way that the capacitor operational life can be maximized. 
It is based on the design of experiments technique, a statistical tool 
whose advantage is that the parameters with the highest impact on 
the operational life can easily be identified at the design stage, and 
dealt with in a systematic manner.  

The selecting procedure of an electrolytic capacitor is already well 
known, however there is no explicit link between the electrical 
variables and the variables of reliability. As a solution to this 
difficulty is presented a method for relating the electrical behavior 
with the capacitor operational life. 

 
Keywords— Reliability, Drives, Design methodology. 

I. INTRODUCTION 
For a long time, a major source of concern in adjustable 

speed drives (Fig.1) has been the large electrolytic capacitor 
connected across the DC-link. The current flowing through the 
capacitor includes harmonics produced both by the rectifier at the 
line side, and the inverter at the load side. The temperature within 
the capacitor rises as the current flows through the equivalent 
series resistance (ESR), degrading the capacitor characteristics 
and shortening the lifespan [1][2].  

Several approaches have been followed in order to improve 
the reliability. One approach is to drastically reduce the capacitor 

to values so small that either film or ceramic capacitors can be 
used, instead of electrolytic ones. Although its feasibility has 
already been demonstrated, this approach requires an active 
rectifier as the first stage [3]. Furthermore, the complete 
elimination of capacitors across the DC link can be achieved, but 
at the expense of a voltage with a high ripple [4]. Besides the 
obvious complexity of the added hardware, such converters are 
highly susceptible to transient over or under voltages on the DC 
link [5]. Even minor grid voltage imbalance can cause a large 
second harmonic ripple to appear in the link voltage, possibly 
interfering with the load. These conditions impose higher 
restrictions on the control system [6]. 

Since the temperature rise is produced by the current flowing 
through the ESR, a second approach is to use optimized 
switching patterns aimed at reducing the current stresses on the 
capacitors. The drawback, however, is that the requirements of a 
current with a lower harmonic content sometimes are in conflict 
with other operational requirements [7][8]. 

A third approach followed is to closely monitor the 
capacitors, in order to timely detect its degradation [9]-[11]. This 
approach does not provide a higher reliability. Instead, it is 
focused in avoiding catastrophic failures, thus shortening the 
down time, and providing a better availability. 

An ASD for applications not requiring regenerative operation 
might benefit from the simplest configuration, with an 
uncontrolled rectifier as front-end. The advantages are that the 
requirements imposed on the controller block are greatly 
simplified, and that the reliability attained with a diode-based 
rectifier is much higher than that exhibited by an active rectifier 
built with transistors. In fact, several semiconductor 
manufacturers offer integrated modules containing the 
uncontrolled rectifier and a three-phase inverter in a single 
package (shown within the dotted box in Fig. 1). The input and 
output stages are unconnected, and an LC filter can be connected 
in between.  

The capacitor CF is the one blamed as the major source of 
failures. Manufacturers claim, however, that capacitors for this 
application have longer lives than previously thought [12]. A 
common reliability prediction procedure is outlined in the MIL 
HDBK217-F handbook [13]. The manufacturers’ argument is 
that the handbook relies on statistical data collected throughout 
the years, and such data might not apply to current-technology 
capacitors, hence yielding misleading reliability predictions. A 
study recently published seems to confirm the statement [14].  

The design procedure for the LC filter is already well known, 
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and several guidelines can be followed: specifying the amount of 
voltage ripple, the cut-off frequency, or the damping factor, 
among others [15]. The drawback is that the procedure usually 
employs a desired operating point as input data, without 
including the capacitor reliability as a design parameter. As a 
result, the designer does not know what effect a change in the 
quality factor, for instance, will have on the operational life. 
There have been a few attempts to provide design criteria that 
take into account the size and the capacity of the DC-link 
capacitor [16]. The proposals, however, do not ensure that 
reliability can be maximized because it is not explicitly included. 
The most advantageous, least expensive approach is to introduce 
reliability as early as possible in a product life cycle [17].  

This paper presents a methodology to select an operating 
point that maximizes the capacitor operational life. It is based on 
the design-of–experiments technique, a statistical tool whose 
advantage is that the parameters with the highest impact on the 
operational life, under normal operating conditions, can easily be 
identified at the design stage. Once the effect of these parameters 
is identified, the filter can be improved to comply with a 
reliability target. The analysis is performed for a 5 kW ASD, and 
four optimization parameters are taken into account: the cut-off 
frequency fC, and the quality factor Q of the filter, the capacitor 
voltage rating VR, and the carrier frequency fPWM used to 
modulate the inverter.  

II. CAPACITOR OPERATIONAL LIFE 
The capacitor operating life can be mathematically described 

as [12]:  
)T(f)V(fLL BOP  21                (1) 

where LB is the expected lifetime at the rated hot-spot 
temperature TM, and depends on the capacitor diameter, as can be 
seen in table I.  

The term f1 takes into account the voltage stress applied to 
the capacitor, and is given by: 

R

A

V

V
..)V(f 33341                   (2) 

where VA is the voltage applied to the capacitor, and VR is the 
rated voltage. In turn, f2 is a function of the internal temperature 

rise, and is expressed as: 
B/)ThTM()T(f  22                  (3) 

where B is a constant that depends on the capacitor construction, 
and Th is the actual hot-spot temperature. The term Th depends on 
the power dissipated by the capacitor which, in turn, depends on 
the ESR, and on the current flowing through the capacitor. 
Further, the ESR exhibits a highly nonlinear behavior, as can be 
noticed in Fig. 2. The plot corresponds to a 4700 F electrolytic 
capacitor rated at 450 V [19]. 

The ESR also depends on the capacitance value, as can be 
seen in Fig. 3. The graph corresponds to capacitors rated at 450 
V, from the PEH200 family, and shows that the ESR is inversely 
proportional to the capacitance value. Fig. 4 illustrates the ESR 
as a function of the rated voltage, for 4700 F capacitors from 
the same family. Both graphs correspond to an ambient 
temperature equal to 20°C. 

III. DESIGN-OF-EXPERIMENTS BASED ANALYSIS 

 
Fig. 1 Standard adjustable speed drive with an electrolytic capacitor in the 

DC-link. 

TABLE I. Expected lifetime for PEH200 electrolytic capacitors, at TM = 
85°C [18] 

Diameter (mm) 35 50 65 75 90 
LB (103 hours) 20 24 30 40 60 

 
 Fig. 2 ESR as a function of the hot-spot temperature, and the frequency. 

 
Fig. 3 ESR as a function of the capacitance value. 
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The Design-of-Experiments (DOE) technique analyzes the 
simultaneous effect of several factors on an output variable. 
When properly planned and executed, it helps obtain the 
maximum amount of information with the minimum amount of 
work. Using a factorial design all the factors are varied at once, 
and experiments (or evaluations) are performed for all 
combinations of levels for all of the factors. This procedure 
reveals what the effect of one variable is when the other factors 
are changing.  

Interaction occurs when the effect on the response of a change 
in the level of one factor from low to high depends on the level of 
another factor. In other words, when an interaction is present 
between two factors, the combined effect of those two factors on 
the response variable cannot be predicted from the separate 
effects. The effect of two factors acting in combination can either 
be greater (synergy) or less (interference) than would be expected 
from each factor separately. In a 2-level factorial design, each 
factor is assigned a minimum and a maximum value. Let n be the 
number of factors. The 2-level factorial design requires that the 
experiment be performed 2n times. A fractional factorial design 
requires fewer experiments, and there is a simple relationship for 
the minimum number of runs required: round up the number of 
factors to a power of two and then multiply by two [20].  

In the current case the output variable is the capacitor 
operating life, and the factors are the following four design 
parameters (n = 4): 

 The cut-off frequency fC of the filter. It should be low 
enough to provide a ripple-free DC voltage, and to prevent 
the backward propagation of the current harmonics generated 
by the inverter. 

 The quality factor Q of the filter. Its value should 
provide a suitable transient response. 

 The capacitor voltage rating VR. 

 The carrier frequency fPWM used to modulate the 
inverter. Besides the harmonics at 6 h fLINE, the current 
flowing through the capacitor will include components 
related to this frequency. 

According to the DOE technique, it is necessary to select a 
minimum and a maximum value for each parameter. The selected 
values are listed in table II. It will be assumed that the voltage at 
the DC-link is VDC = 280 V, the output power is PO = 5 kW, RF = 
RL/100, and the ambient temperature is TA = 40C. 

A. Design matrix 

The first step is to setup an appropriate design matrix, each 
row containing a different combination of the design parameters. 
Each combination constitutes an entry, and the operating life will 
be calculated as many times as entries are in the matrix. Since n = 
4, if the fractional factorial design strategy is followed, then there 
are 8 combinations (m = 8), as shown in table III. 

B. Operating life calculation 

The inductor and the capacitor are calculated following the 
procedure described in the previous section, with the input 
parameters listed in the second and third columns in the design 
matrix. The resulting circuits are simulated in PSIM using the 
schematic shown in Fig. 5. A PWM modulation with a triangular 
carrier is used, and its value is given by the fifth column in the 
design matrix. The model of a symmetrical 3-phase squirrel-cage 
induction machine was used in the simulations. The outputs are a 
set of vectors containing the current flowing through capacitor 

 
Fig. 4 ESR as a function of the rated voltage. 

TABLE II. MINIMUM AND MAXIMUM VALUES OF THE DESIGN PARAMETERS 
Parameter Minimum Maximum 
fC  [Hz] 50 100 

Q 2.4 5 
VR [V] 350 450 

fPWM [Hz] 900 4500 

 

TABLE III. DESIGN MATRIX WITH MINIMUM AND MAXIMUM VALUES 

m fC [Hz] Q VR [V] fPWM [kHz]
Lop [103 

hrs] 

1 50 2.4 350 0.9 670 

2 50 2.4 450 4.5 1492 

3 50 5 350 4.5 326 

4 50 5 450 0.9 550 

5 100 2.4 350 4.5 657 

6 100 2.4 450 0.9 567 

7 100 5 350 0.9 70 

8 100 5 450 4.5 157 

 

 
Fig. 5 Circuit schematic. 
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CF. The current vectors are exported to Matlab, to calculate the 
hot-spot temperature. following the procedure described in [21].  

The inputs for the calculation are the current vector, the ESR 
matrix for the capacitor, and the corresponding thermal resistance 
R. The operating life Lop is calculated using equations (1), (2) 
and (3). Lb, TM and B are obtained from manufacturer data, and 
VA = VDC. The results are listed in the rightmost column of the 
design matrix. 

C. Variance analysis 

The following procedure follows the guidelines provided by 

Hicks [22]. The overall arithmetic average Lop  should be 

calculated using: 





n

j
jLop

n
Lop

1

1
                        (4) 

For the operational lives listed in the rightmost column, table 

II, Lop  = 561.3 x 103 hours.  

Let par represent any of the design parameters. Eight partial 
averages should be calculated, two for each variable par: one 
with the Lop values obtained when the variable is at its 
maximum, and another with the values obtained when the 
variable is at its minimum. That is: 





4

14

1

j
maxparjpar |Lop(max)Avg             (5) 





4

14

1

j
minparjpar |Lop(min)Avg               (6) 

The difference is: 

parparpar (min)Avg(max)AvgAvg             (7) 

 
and the corresponding Sum-of-Squares SSpar is: 

22 parpar AvgSS                             (8) 

The results are listed in table IV. As an example, the 
Avg(max) for fC is obtained averaging the Lop values for rows m 
= 4 through 8 in the design matrix. 

As previously stated, the term “interaction” refers to the 
combined effect of two variables on the output. At this point, the 
number of interactions nI is selected considering the non-
repetitive, binary combinations of two variables. There are three 
interactions in an analysis with four variables. The first 
interaction is “fC Q OR VR fPWM”. The second one is “fC VR OR Q 

fPWM”. The third is “Q VR OR fC fPWM”. Further, there will be a 

high value H, and a low value L associated with each interaction. 
Let int represent any of the interactions. At this point it is 
necessary to calculate the same terms that were calculated for the 
variables. That is: 





4

14

1

j
Hintjint |Lop(max)Avg                 (9) 





4

14

1

j
Lintjint |Lop(min)Avg                     (10) 

intintint (min)Avg(max)AvgAvg           (11) 
2

intint 2 AvgSS                                (12) 

 
The numerical results are listed in table V. As an example, 

the term Avg(H) for the interaction fC Q OR VR fPWM is calculated 
averaging rows 1, 2, 7 and 8. 

The error  is calculated using: 





3

1
int )(

j
jSS                       (13) 

 
The values listed in table V yield  = 170242 x 106. 
There are several degrees of freedom: DFpar for parameters, 

DFint for interactions, and DF. for the error. Since each 
parameter takes only two different values, the following 
simplifications can be applied: DFpar = 1, DFint = 1 and DF. = nI 
= 3. The next step is to obtain the mean square MS values for the 
parameters, the interactions, and the error. With the 
aforementioned simplifications, the mean square value for 

variables is parpar SSMS  . The mean square value for 

interactions is intint SSMS  . The mean square value for the error 

is: 

TABLE IV. PARTIAL AVERAGES AND SUM OF SQUARES FOR DESIGN 

PARAMETERS 

 fC [Hz] Q VR [V] fPWM [kHz] 

Avg(max) 363 276 692 658 

Avg(min) 760 847 431 464 

Avg -397 -571 260 194 

SS 314454 651223 135632 75055 

 

TABLE V. PARTIAL AVERAGES AND SUM OF SQUARES FOR INTERACTIONS  

   Interactions 

m  

 
Lop [103 hrs] 

fC Q 
OR 

VR fPWM 

fC VR 
OR 

Q fPWM 

Q VR 
OR 

fC fPWM 

1  670 H H H 

2  1492 H L L 

3  326 L H L 

4  550 L L H 

5  657 L L H 

6  567 L H L 

7  70 H L L 

8  157 H H H 

  

Avg(H) (103) 597 430 508 

Avg(L) (103) 525 692 614 

ΔAvg (103) 72 -262 -105 

SS (106) 10358 137708 22176 
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610x56750





DF
MS                (14) 

For each parameter, the ratio Fpar is calculated as: 

MS

MS
F par

par                                 (15) 

The numerical results are listed in table VI. 
Let α represent the level at which the designer is willing to 

risk in concluding that a significant effect is not present when in 
actuality it is. The term F(,DFpar,DF) corresponds to the 
critical value of the statistical F-distribution, and is tabulated in 
most statistical books [23]. If the calculated Fpar ratio is greater 
than the tabulated value of F(,DFpar,DF), then the parameter 
does have a significant effect on the operational life, and should 
be included in the optimization procedure.  

Let α = 0.2 (that is, a 20% risk level). The tabulated value is 
F(,DFpar,DF) = 2.05. Comparing this value with those listed in 
table VI, it turns out that FPWM < 2.05. Therefore,  the modulation 
frequency has a minor effect on Lop, and can be excluded from 
further consideration. Also, the largest Fpar corresponds to the 
variable with the highest impact on the operational life which, in 
this case, is the quality factor Q. Once the variables with the 
highest impact have been identified, the next step is to find out 
how should the variables be changed in order to improve Lop. 
The following prediction equation can be used for this purpose: 







3

1 )DF,DF,( par
Fpar

parAvg
LopLop



                       (16) 

where Lop  is calculated with equation (4). The summation 

includes the three terms in table VI larger than F(,DFpar,DF). 
Using the previously calculated values: 

 

VRQfC ...
.Lop

052

260

052

571

052

397
3561   

 

VRQfC.Lop 1272781933561        (17) 

To improve the operational life, the variables with positive 
coefficients should be increased, and the variables with negative 
coefficients should be reduced. According with these results, in 
order to improve the capacitor operating life, both the quality 
factor and the cut-off frequency should be reduced, and the 
voltage rating should be increased. 

IV. DISCUSSION 
It is instructive to compare the operational lives obtained 

with the different design values listed in table VII, representing a 
gradual optimization procedure. The first row corresponds to the 
shortest operating life, and will be used as a reference. The 
rightmost column lists the improvement obtained, when 
compared with the previous step. 

 
The first row corresponds to a worst-case design, and the 

operational life attained is rather short. In the second row fPWM is 
increased, up to 4.5 kHz, yielding a 33 x 103 hrs improvement in 
Lop. In the third row the voltage rating is increased to 450 V, 
yielding Lop = 41 x 103 hrs. In the fourth row the cut-off 
frequency is halved, and the resulting improvement in Lop is 
much larger. Finally, in the fifth row the quality factor is reduced 
down to 2.4, and the Lop improvement in the largest. Although 
fPWM was not included in the prediction equation, nevertheless for 
comparison purposes its effect was included in table VII. 

It is apparent that the larger coefficients in the prediction 
equation yield the larger Lop. Therefore, if in a particular 
application the calculated lifetime of the capacitor does not fulfill 
the requirements, the best thing to do is to redesign the filter with 
a smaller quality factor. This will yield a larger capacitor and a 
smaller inductor (larger capacitors imply lower ESR values, as 
illustrated by Fig. 3). Designing a filter with a lower fc will also 
produce a higher capacitance value, although in this case a larger 
inductor is also obtained  

Capacitors rated at higher voltages are built in larger cans, 
thus producing both a reduction in the hot-spot temperature (due 
to a lower ESR, as shown in Fig. 4), and an increase in the term 
f1(V), equation (2). 

It must be pointed out that the numerical values presented are 
for steady state operation, not taking into account the transients 
that occur during motor start-up. Also, the simulations were 
performed with a flicker-free well-balanced AC supply. In 
adjustable speed drives connected to unbalanced supplies the 
capacitors exhibit a much shorter life, because the unbalance 
produces low-order current harmonics. 

It is worth pointing out that the maximum carrier frequency 
fPWM used for the calculations was not very high. A higher value 
can be used, but the numerical results obtained are practically the 
same. This occurs because, as can be noticed from Fig. 2, the 
ESR does not change significantly at frequencies above 2 kHz.  

In this case in was assumed that fC, Q, VR, fPWM were “free” 
parameters and could be modified at will within reasonable 
limits. There is no doubt that the output frequency generated by 
the inverter also affects the operational life. This frequency, 
however, usually depends on the operating point desired, and 
cannot be modified at will because it depends on the load 
requirements. Therefore, variables such as the output frequency 
must be excluded from the analysis. 

It should be noted that the prediction equation does not yield 
an actual value of the operational life expected. Rather, it 
represents the magnitude of the impact that each variable has on 

TABLE VI. RATIO FPAR FOR THE DESIGN VARIABLES 

 fC [Hz] Q VR [V] fPWM [kHz] 

Fpar 5.54 11.48 2.39 1.32 

TABLE VII. OPERATIONAL LIVES COMPARISON 

fC [Hz] Q VR [V]
fPWM 

[kHz] 
Lop [103 

hrs] 
Lop [103 

hrs]  

100 5 350 900 85 --- 

100 5 350 4.5 116 33 

100 5 450 4.5 157 41 

50 5 450 4.5 442 285 

50 2.4 450 4.5 1492 1050 
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Lop. Also, the operational lives calculated are just predictions 
obtained using statistical data gathered by the manufacturer. The 
coefficients in equation (17) resemble the sensitivity factors used 
in other applications, such as the design of analog filters. In order 
to perform the sensitivity analysis it is necessary to have a 
mathematical expression relating cause and effect. In many cases 
the relationship is not straightforward, and it is much easier to 
apply the method described herein. 

The methodology can be applied in a straightforward manner 
to other configurations, such as the ASD with a 12-pulse front-
end illustrated in Fig. 6. To maintain the same voltage level at the 
DC-link, two step-down voltage transformers were used at the 
inputs. A filter with a higher cut-off frequency can be used in this 
circuit, which exhibits the same trends obtained in the prediction 
equation, but with longer operational lives. As an example, using 
the values listed in the first row, table VII, yields LOP = 2955 x 
103 hours. A further advantage of the circuit is the power-factor 
improvement. 

V. CONCLUSIONS 
This paper presents a methodology to improve the 

operational life that can be achieved by an electrolytic capacitor 
in an adjustable speed drive. The methodology is based on the 
design-of-experiments technique, and was applied to an ASD 
rated at 5 kW. The results show that the operational life can be 
extended by decreasing the cut-off frequency, and the quality 
factor, and by increasing the voltage rating. The carrier frequency 
does not have a major effect on the operational life. 

Clearly, the same conclusions could be achieved following a 
heuristic approach. The advantage of the methodology followed 
herein is that several variables can be dealt with in a systematic 
manner at the design stage, providing a sturdier design in a much 
shorter time. The methodology is computationally intensive but, 
nowadays, that does not represent a major obstacle. It can be 
applied to other configurations, such as the ASD with a 12-pulse 
front-end, or an ASD with AC input reactors instead of the 
inductor at the DC-link. 

The MIL HDBK 217F procedure was selected for the 
reliability calculations because it can be applied without actually 
building the converter, and is still most widely accepted in the 
aerospace and military industry, although it is generally viewed 
as pessimistic. 
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Una aproximación epidémica para el problema de 
direccionamiento de consultas semánticas en redes 

p2p estructuradas 

Colmenares G. Luis E. y Solís L. Eder 
 

An epidemic approach for the semantic query routing problem in the structured p2p 
networks

Abstract— In this paper, we propose an epidemic model, which 
is used to search for data in a structured p2p network. Structured 
p2p networks, carry out deterministic searches without associating 
the interests of each node. Their efficiency is demonstrated by 
performing a comparison between the proposed epidemic algorithm, 
and the algorithm that uses DHT Bamboo. The requests are based 
on Zipf's law, like they were World Wide Web. By utilizing epidemic 
algorithms, it is possible to replicate data, and therefore, add up 
semantics to the information on the network, and as a result, reduce 
the number of rounds or hops performed to accomplish such a 
search, in a distributed system such as a structured p2p networks. 

Keywords— DHT, fanout, epidemic model, structured p2p. 

Resumen— En el presente trabajo se propone un modelo 
epidémico, que se utiliza para realizar búsquedas de datos en una 
red p2p estructurada. Las redes p2p estructuradas realizan 
búsquedas deterministas sin relacionar los intereses de cada nodo. 
La eficiencia se demuestra realizando una comparación de la 
propuesta del algoritmo epidémico con el algoritmo DHT que utiliza 
Bamboo. Las peticiones realizadas se basan en la ley de Zipf como si 
fuera el World Wide Web. Con la utilización de un algoritmo 
epidémico es posible replicar datos, y así agregar semántica a la 
información en la red y como resultado se reduce el número de 
rondas o saltos para las búsquedas en un sistema distribuido como 
son las redes p2p estructuradas. 

Palabras clave— DHT, fanout, epidemic model, structured p2p. 

I. INTRODUCCIÓN 
 
Los Algoritmos Epidémicos tienen gran popularidad en la 

diseminación de información en sistemas distribuidos de gran 
escala, particularmente en sistemas punto a punto (peer-to-peer, 

p2p) que funcionan a través de Internet o en redes adhoc. Una 
cuestión importante en el uso de los algoritmos epidémicos y los 
sistemas p2p ha sido la importancia de los intereses de cada nodo 
a la hora de recibir o compartir una determinada  información. 

La técnica de diseminación de información se basa en imitar 
la forma de expansión de las epidemias. Estos algoritmos 
reproducen la manera en que se difunden las enfermedades 
contagiosas o los rumores en un entorno social, de manera que un 
individuo infectado de una enfermedad pasa los gérmenes de la 
misma a otro individuo con el cual mantiene contacto directo o 
indirecto. Estableciendo la analogía con un sistema distribuido, 
una nueva información recibida es distribuida de manera 
aleatoria a nuevos nodos o procesos, y éstos reproducen 
nuevamente el mismo ciclo, evitando que haya un único servidor 
o cluster a cargo del proceso de transmitir dicha información [1]. 

En ciencias de la computación, la utilización de estos 
algoritmos epidémicos ha sido analizada en aplicaciones como la 
detección de fallos, la agregación de datos, el monitoreo y 
descubrimiento de recursos y la replicación de bases de datos [2]. 

El problema que se aborda en este trabajo es el 
direccionamiento de consultas semánticas en redes p2p [3] 
mediante la realización de copias de documentos en nodos de una 
red p2p estructurada, es decir, la replicación de datos para 
simular una CDN (Content Delivery Network) con la 
implementación de un algoritmo epidémico. 

El problema de direccionamiento de consultas semánticas 
(Semantic Query Routing Problem, SQRP) consiste en tener una 
palabra clave en la consulta y  la decisión de un peer y sus peer 
vecinos de reenviar la consulta. Lo que distingue a éste tipo de 
búsquedas de otras existentes (tales como: búsquedas de 
imágenes, texto libre, entre otras.) es que en éstas los datos de 
búsqueda necesitan tener una descripción semántica asociada con 
ellos [4].  

Se realiza una comparación de la eficiencia del algoritmo con 
el modelo epidémico infecta por siempre, con el algoritmo de la 
herramienta Bamboo[5], que utiliza una DHT (Distributed Hash 
Table). El escenario es una red p2p y se utilizan un número de 
rondas para llegar a un nodo de la red. Cada nodo de la red 
representa un servidor de la CDN [6]. 

II. TRABAJO RELACIONADO 
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A. Redes p2p 

Las redes p2p tienen dos funciones principales: la búsqueda 
y la compartición de ficheros. Estas redes,  se han asociado a la 
búsqueda de ficheros. En las primeras arquitecturas, se utilizaba 
el mecanismo del índice central, donde todos los usuarios se 
registraban en un servidor central que servía para encontrar los 
contenidos. Las búsquedas se hacían en el servidor central, y las 
transferencias de datos entre los clientes afectados. Éste tenía el 
problema de escalabilidad: el servidor central se convertía en un 
cuello de botella al verse saturado de peticiones de múltiples 
usuarios. 

Para solucionar este problema, la siguiente generación de 
sistemas p2p apareció con la red Gnutella [7]. El esquema 
utilizado es inundar con mensajes hasta que encuentre el 
contenido solicitado,  a estas redes se les llama no estructuradas y 
consiste en una red de nodos conectados anárquicamente entre sí, 
los cuales no dependen de ningún servidor centralizado. No 
obstante, el problema de la localización de los recursos es un 
problema no determinista. Para encontrar un determinado 
recurso, un nodo envía un mensaje de búsqueda a cada uno de los 
nodos a los que está conectado. Estos, a su vez, realizan la misma 
operación, de forma que la búsqueda se expande por una cantidad 
de nodos exponencial desde el nodo origen, “inundando” la red 
de mensajes. 

Los retos clave de estos sistemas son: 
1) Evitar los cuellos de botella que se pueden producir en 

determinados nodos y por tanto, se distribuyen las 
responsabilidades de igual forma entre los nodos existentes. 

2) Adaptarse a las continuas entradas y salidas (y también 
caídas) de nodos. Para ello, hay que dar responsabilidades a 
los nodos que entran y redistribuyen las responsabilidades de 
los nodos que salen de la red. 
Por último, está la generación de redes p2p estructurada, que 

pueden utilizar las clásicas tablas de hash, pero en este caso, los 
buckets de hash son los nodos físicos de la red. Este tipo de 
servicio p2p se denomina comúnmente como DHT. Las DHT 
proporcionan mecanismos para añadir, borrar o localizar claves 
de hash. Se construyen por encima de las redes sobrepuestas 
(overlay) p2p y suelen ser eficientes, resistentes a fallos, y 
autoorganizativas. Encima de estas redes se pueden construir, 
además, otros servicios interesantes, como enrutamiento y 
localización de objetos descentralizados, servicios de multicast y 
anycast escalables. En particular, la abstracción DHT almacena 
pares clave-valor. El valor siempre se guarda en el nodo de la red 
overlay, al cual le pertenece el hash de la clave. Su estructura 
interna es un grafo (anillo, árbol, o lugares geográficos), lo cual 
satisface la condición que el número de saltos necesarios para 
encontrar un determinado valor en la DHT es típicamente O(log 
n), donde n es el número total de nodos en el sistema. En las 
redes p2p estructuradas como Bamboo, un nodo tiene dos tipos 
de vecinos lejanos y cercanos. Los vecinos lejanos (table routing) 
y los vecinos cercanos (leaf set) ayudan a que el límite máximo 
sea el O(log n) [8]. 

El uso de estándares abiertos para la creación de redes p2p 
estructuradas basadas en DHT como Bamboo es uno de los más 
usados debido a que considera el churn-rate[8] . El churn-rate es 
el proceso de conexión y desconexión de los peers. Dentro de la 
DHT, el mecanismo de búsqueda, proporciona un modelo con 

búsquedas deterministas, que ocultan al usuario: petición de 
routing, costos de churn-rate, balanceo de carga y disponibilidad. 

En la actualidad existe software como Emule [9] y Bittorrent 
[10] que tienen como objetivo el intercambio de ficheros. En el 
trabajo de Lavastida [11] se hace especial énfasis en la 
categorización de cada nodo asignándole un peso y se realiza la 
distribución de la información en nodos específicos. 

B. Problema del Enrutamiento de Consultas Semánticas 

El problema del enrutamiento de consultas semánticas, 
consiste en una red representada por el grafo de conexiones (G), 
un conjunto de palabras-clave (R) distribuida en sus nodos y un 
conjunto de consultas semánticas (C) emitidas dinámicamente 
por los nodos como sigue: 
Una consulta semántica puede ser originada desde cualquier nodo 
en el tiempo T0, asumiendo un tiempo de reloj con unidades fijas. 
Un nodo que origina la consulta o recibe la consulta de otro nodo 
en el tiempo (T0+i) puede procesar la consulta localmente y/o 
reenviar una réplica de la consulta a un conjunto de vecinos 
inmediatos en el tiempo T0+i+1. El procesamiento de la consulta 
termina cuando todas las  palabras-clave esperadas son 
encontradas. 

Se busca maximizar la cantidad de recursos encontrados y 
minimizar la cantidad de saltos realizados por una entidad de 
búsqueda para encontrar dichos recursos [4, 11]. 

C. Ley de Zipf  

El lingüista norteamericano George Zipf, formuló la ley de 
Zipf para las frecuencias de las palabras en los textos en inglés. 
La palabra más común, the, aparece el doble de veces que la 
segunda, of, el triple que la tercera, el cuádruple que la cuarta y 
así sucesivamente. Pero es aplicable a muchos otros fenómenos. 
El último que han descubierto es el ajedrez: la jugada más usada 
ocurre el doble de veces que la segunda más usada, el triple que 
la tercera; en resumen, la ley de Zipf se representa mediante la 
ecuación (1).  

an n
P 1                       (1) 

donde Pn representa la frecuencia de una palabra ordenada n-
ésima y el exponente a es próximo a 1. Esto significa que el 
segundo elemento se repetirá aproximadamente con una 

 
Fig. 1 Ley de Zipf. 
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frecuencia de 1/2 de la del primero, y el tercer elemento con una 
frecuencia de 1/3 y así sucesivamente: En la Figura 1, se puede 
visualizar la ley de Zipf, en el eje x, representa la popularidad de 
páginas con respecto al eje y, las visitas por mes que se realizan 
en el WWW a páginas con alta popularidad. 

III. MODELOS MATEMÁTICOS EPIDÉMICOS 

A. Modelos de Población  finita 

Incluye la incorporación de una población de tamaño N, 
donde Xr es el número de individuos infectados en la r-ésima 
ronda de propagación epidémica [1, 2]. 

En cada ronda cada individuo infeccioso con probabilidad Pk 
intentará contaminar a k miembros de la población total. Estos k 
miembros se elegirán  aleatoriamente desde la población total. 

Los casos son: 
1) Infectar y morir: modelo en el que un individuo intenta 

contaminar a otros por una sola ronda, y luego se detiene. 
2) Infectar siempre: modelo en el que los individuos infectados 

siguen siendo infecciosos en todo momento. 

B. Descripción del modelo infecta por siempre 

En el modelo infectar por siempre, los individuos infecciosos 
intentan contaminar a f miembros en cada ronda, la fórmula (2), 
representa el número esperado de miembros infectados en r 
rondas.  

frr ne
Y 


1

1
                      (2) 

donde:  
Yr : Probabilidad de infección después de un número de 
rondas r. 
n : Número de población. 
f : Infectados por ronda (fanout). 
r : Número de rondas. 
 

En el modelo infecta por siempre, cada nodo infectado 
intenta contaminar a f nodos por cada ronda hasta que toda la 
población esté infectada, al proceso de nodos infectados por 
ronda se le conoce como fanout. Además un nodo ya contagiado 
nunca muere y sigue infectando a sus vecinos a pesar que ya 
están contagiados, es decir,  nunca termina de contagiar. 

Así, como se puede apreciar en la Figura 2, la proporción del 
número de individuos infectados con el número de los no 

infectados aumenta exponencialmente rápido en promedio, por 
un factor de ef en cada ronda. En este caso el fanout =2 y realiza 
5 rondas para infectar un total de 48 nodos. 

C. Descripción del modelo infecta y muere 

En la figura 3, se muestra el comportamiento del modelo 
epidémico infecta y muere en una red. Se toma un nodo inicio, y 
en la 1ª ronda de la infección se contaminan a todos sus vecinos 
del nodo inicial. En la 2ª ronda se contaminan a los vecinos de 
cada uno de los nodos infectados en la 1ª ronda. Continua la 
infección hasta n rondas necesarios para contaminar a todos los 
nodos de la red. Después de infectar a los nodos vecinos, cada 
nodo debe morir, esto es, una vez que un nodo infecta a sus 
nodos vecinos, este no puede ser infectado nuevamente en una 
ronda posterior. 

En la fórmula (3) que es una ecuación de punto fijo del 
modelo infecta y muere, la variable π simboliza la proporción 
acumulativa de nodos eventualmente infectados en cada ronda y f 
representa el fanout, que son los nodos infectados en cada ronda. 
La utilización de este algoritmo no se considera porque los nodos 
infectados resultantes fueron menos significativos para rondas y 
número de nodos pequeños.  

fe 1                       (3) 

IV. DESCRIPCIÓN DEL ALGORITMO 
El algoritmo epidémico propuesto realiza la propagación de 

un mensaje en la red de nodos. El algoritmo inicia a partir de 
cualquier nodo aleatorio y las peticiones siguen la ley de Zipf que 
infectan a un número fijo de nodos, el cual está definido por el 
fanout.  Este proceso se repite tantas veces el número de rondas. 
En la realización de este algoritmo se ocuparon diversos 
lenguajes de programación como lo son java, bash, awk y perl. 
Este algoritmo consta de tres fases para llevar a cabo la infección 
en la población: Historial, Propagación y el Gestor. 

A. Historial 

Esta etapa del proceso ayuda a conocer los nodos que se  han 
infectado en una ronda. Este proceso es conocido como el 

 
Fig. 2 Modelo Infecta por siempre. 

 
Fig. 3 Comportamiento del modelo infecta y muere. 
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historial de un nodo, los nodos infectados se vuelven 
propagadores de la infección. El historial de un nodo, es la 
información que se almacena en cada nodo y así se puede 
conocer los antecedentes de las peticiones. Para la elaboración de 
esta parte se realizó el código script en perl.   

Con el historial se toman los nodos infectados y se vuelven 
propagadores de la infección.  

Los ficheros generados con la herramienta Bamboo son 
trazas que se realizan para conocer el funcionamiento de cada 
nodo durante la búsqueda de información. Para poder usar el 
archivo check-obj-ptrs se necesitan los ficheros experiments 
generados por Bamboo. Por esta razón se diseñó un programa en 
bash, que tiene como función localizar y asignar como 
parámetros de entrada los experiments al script check-obj-ptrs 
que se han modificado. 

Una vez obtenido las trazas que corresponden al número de 
saltos que un nodo recorre de un nodo a otro nodo en la consulta 
semántica, se puede realizar la obtención del recorrido total, 
solamente sumando todos los recorridos de los nodos 
involucrados y así obtener el número de saltos totales. 

B. Propagación 

En esta segunda etapa, se obtiene la  información de los 
nodos contagiados en una ronda, mediante el uso del historial 
para que así se pueda expandir la infección a toda la red 
distribuida. El programa que obtiene al conjunto de nodos está 
elaborado en el lenguaje AWK, por ser un lenguaje especializado 
en el procesamiento de textos para tomar el archivo que nos 
genera el historial y  procesarlo de una manera sencilla. 

En esta etapa se optó por utilizar este lenguaje de 
programación porque utiliza expresiones regulares que se 
asociaron con los ficheros de salida que se obtienen de la 
herramienta de Bamboo. Una vez obtenido los ficheros salida se 
utiliza Gnuplot para la graficación de los resultados.  

C. Gestor  

Es un script que se encarga de manipular las dos etapas 
anteriores, es decir, de la coordinación para efectuar la 
propagación de la infección. Esta coordinación se realiza a través 
de la petición de un número que describe las rondas que se deben 
de realizar para expandir la infección en una red y un fanout que 
está representado en Bamboo como las réplicas de un documento. 
Las replicas en los documentos se pueden hacer de dos a tres 
replicas en toda la red debido a que exponencialmente representa 
una media de replicas promedio para una red de 48 nodos. 

D. Propuesta solución 

El algoritmo se inicializa en un nodo aleatorio que pertenece 
a  la red, y se asigna un número de rondas, este nodo se convierte 

en el origen de la infección y lo propaga a todos los demás nodos. 
Después de la primera ronda se genera el historial, que 
proporcionan los nodos infectados, para que estos nodos se 
conviertan en el nuevo origen de la infección en la red, hasta que 
toda la red quede totalmente propagada se termina, o si no sucede 
esto, se termina hasta que se cumpla el número de rondas que se 
establecieron desde un principio, ver el pseudocódigo 1.  

Pseudocódigo 1: Algoritmo epidémico 
 

 
1. Inicio 
2. Inicializa la infección en un nodo perteneciente a la red. 
3. Crea historial de infectados 
4. Se verifica que existan nodos que no estén infectados. 

4.1 Para 1 hasta número de rondas-1 
4.1.1 Lee archivo historial. 
4.1.2 Inicia la infección con el nuevo conjunto de 

infectados. 
4.1.3 Actualizar el historial de infectados. 
4.1.4 Se verifica todos los nodos estén 

infectados. 
4.1.4.1 Si es así, detiene la infección. 

4.2 Fin Para  
5. Fin 

 

La tabla I, permite visualizar el funcionamiento del 
algoritmo epidémico cuando el fanout es igual a 4.  

En la Figura 4, se muestra una imagen representativa del 
algoritmo epidémico, en donde se pueden ver los nodos  
infectados por ronda en una herramienta DHT de una topología 
circular como Bamboo. 

V. EVALUACIÓN DEL ALGORITMO EPIDÉMICO EN 

UNA RED P2P ESTRUCTURADA 
 

El escenario que se utiliza es el siguiente, 48 (26) nodos en 
una red p2p estructurada, el número de saltos para llegar a un 
nodo en una DHT  es de 6 saltos máximo por que el número de 

TABLA I.  RESULTADOS CON FANOUT = 4 

Estado % epidémico 

1  8.33 

2  35.41 

3  91.66 

4  97.916 

5  100 

Fig. 4 Algoritmo epidémico en cuatro rondas. 
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nodos está entre 25 < 48 < 26 por el O(log n). Además se utilizan 
de 10 a 100 peticiones basadas en la ley de Zipf, y se realizan las 
peticiones de manera aleatoria desde cualquier nodo de la 
topología.  

Se realizaron múltiples pruebas del algoritmo epidémico, 
desde 10 hasta 48 nodos, en las cuales se nota que el crecimiento 
de la replicación de datos se comporta de manera exponencial. Es 
decir: 

kN                        (4) 
Donde, en la fórmula (4): 

                   N = fanout 
                   k = número de rondas 
 
En la Figura 5, se muestra una gráfica de una red con 48 

nodos y un fanout de 4, el eje Y representa el porcentaje de nodos 

visitados en una ronda, y en el eje de las X es el número de 
rondas. 

A. Comparación con el algoritmo DHT de Bamboo en una red 
p2p estructurada 

Como parte de esta investigación se busca demostrar que el 
algoritmo epidémico actúa de manera más eficiente en la 
búsqueda de datos que el método DHT de Bamboo. Por esto, se 
utilizaron los dos algoritmos con 48 nodos para obtener la gráfica 
de la Figura 6 y los datos obtenidos se muestran en la Tabla II. 
Donde el eje de las Y representa el porcentaje de número de 
nodos recorridos o conocidos en un salto o ronda, y el eje X 
representa el número de rondas. 

En la gráfica de la Figura 7, se puede apreciar que el 
algoritmo epidémico crece más rápido en las últimas rondas, 
aunque en las primeras rondas su crecimiento fue más lento que 
el algoritmo de DHT de Bamboo. Sin embargo, si el fanout es un 
número mayor,  el algoritmo epidémico será mejor que la DHT. 

Se muestra un ejemplo en la Figura 7, en una red de 48 
nodos y un fanout de 6: 
En la tabla III, el algoritmo de DHT no tiene  variación como lo 
tiene el algoritmo epidémico, es debido a que el fanout afecta 
solo al algoritmo epidémico. Aunque el fanout para la DHT sería 
algo similar a los vecinos cercanos y vecinos lejanos que 
contiene la red p2p estructurada de Bamboo. 

VI. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO 
 

En el desarrollo de esta investigación, se demostró que los 
algoritmos epidémicos son directamente proporcional al fanout, 
es decir, que tienden a ser exponencial entre más grande sea este 

 
Fig. 5 Red de 48 nodos. 

 

Fig. 6 Comparación de los algoritmos con fanout = 2. 

TABLA III. RESULTADOS CON FANOUT = 6 

Estado 
 

%DHT 
% epidémico 

1 25 12.5 

2 47.91 66.67 

3 68.75 100 

4 79.16 100 

5 97.91 100 

TABLA II. RESULTADOS CON FANOUT = 2 

Estado 
 

%DHT 
% epidémico 

1 25  8.33 

2 47.91  35.41 

3 68.75  91.66 

4 79.16  97.916 

5 97.91  100 

Fig. 7 Comparación de los algoritmos con fanout = 6.
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número. Aunque se realizaron pruebas con fanout= 2, 4 y 6, 
hacerlo con un número más grande resultaría inmediato la 
infección a todos los nodos. Además el fanout representa el 
interés que los nodos tienen entre sus vecinos es decir la 
semántica de la información. El algoritmo DHT de Bamboo 
realizó las búsquedas en menor número en las primeras k rondas 
comparado con el algoritmo epidémico, debido a que las DHT 
mantienen un O(log n). El número de nodos de una red p2p 
estructurada es del orden 2n el número de saltos máximo es n, el 
utilizar un número de nodos más grande representa que el 
algoritmo epidémico sea aún más rápido en la búsqueda de 
información que el algoritmo DHT, debido a que la DHT no 
contiene información semántica en sus nodos. 

En este primer trabajo se utiliza un algoritmo epidémico para 
demostrar que es posible replicar información y así agregar 
semántica a la información de la red y como resultado el tiempo 
de las búsquedas sea menor en un sistema distribuido como son 
las redes p2p estructuradas. 

El uso de los algoritmos epidémicos es importante porque se 
recorren los caminos de la redes con amplia difusión, lo que 
genera un tráfico en la red, sin embargo si se utilizan algoritmos 
epidémicos con búsquedas semánticas, se reduce el trafico de 
mensajes y se pueden emplear para eliminar el correo spam o  
reducir el número de peticiones en el WWW. 

Como trabajo a futuro se propondría realizar escenarios, con 
otras topologías de redes, con tráfico en la red, con protocolos de 
transporte TCP o UDP, y así generar nuevas mediciones de los 
algoritmos epidémicos que han sido presentados en este trabajo. 
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Evaluación de implementaciones en software de 

algoritmos para la multiplicación escalar en 

criptografía de curvas elípticas 

Vega C. Karina, Cortina R. Antonio y Morales S. Miguel  

 

Evaluation of software implementations of algorithms for scalar multiplication in elliptic 

curve cryptography 
 

Abstract— This work presents an evaluation of different 

algorithms to implement in software the most time demanding 

operation in ECC, the scalar multiplication. The results presented in 

this work could help a designer to select the most appropriate 

method when implementing ECC-based cryptographic schemes 

such as encryption or digital signatures. Different scalar 

multiplication algorithms for ECC defined over prime and binary 

fields are considered, using affine coordinates to represent the 

elliptic curve points. The evaluation was performed over two 

computing platforms. The first one is a computer powered with an 

Intel Core i5 processor at 2.50 GHz. The second one is a mobile 

device LG P500h with an ARM processor at 600 MHz. The 

performance evaluation consisted of comparing the timing for 

computing a scalar multiplication in an ECC key generation 

scheme.  For ECC defined over binary fields, it was found that the 

NAF and wNAF algorithms run 1.6 times faster than the 

Double&Add method both on the PC and the mobile device. This 

same speed-up is observed when these two algorithms are 

implemented for elliptic curves defined over the prime field and 

executed on the PC. However, when the wNAF algorithm is executed 

on the mobile device, it is 1.2 times slower that the Double&Add 

method and 1.5 times slower than the NAF algorithm. 

Keywords— Finite fields, Cryptographic schemes based on 

elliptic curve, Scalar multiplication. 

Resumen— Este trabajo presenta una evaluación de diversas 

implementaciones en software de algoritmos para calcular la 

operación más demandante en esquemas criptográficos basados en 

Criptografía de Curvas Elípticas (ECC), la multiplicación escalar. 

Los resultados presentados en este trabajo podrán servir como un 

punto de referencia para quienes implementan esquemas 

criptográficos basados en ECC tales como esquemas de cifrado o de 

firma digital. En esta investigación se usaron diferentes algoritmos 

definidos tanto en campo primo como en campo binario empleando 

coordenadas afines. Las pruebas se efectuaron en una computadora 

de escritorio con un procesador Intel Core i5 con 2.50 GHz de 

velocidad, así como en el dispositivo móvil LG P500h con un 

procesador ARM a  600 MHz. Tras evaluar los tiempos de ejecución 

para la generación de una llave pública dada una llave privada 

previamente establecida, se encontró que los algoritmos NAF y 

wNAF se ejecutan 1.6 veces más rápido que el método de Suma y 

Doblado, tanto en la PC como en el dispositivo móvil. Sin embargo, 

en el caso particular del método wNAF sobre campo primo 

implementado en el dispositivo móvil, se observó que éste se ejecuta 

1.2 veces más lento que el método de Suma y Doblado y 1.5 veces 

más lento que NAF. 

Palabras clave— Campos finitos, Esquemas criptográficos 

basados en curva elíptica, Multiplicación escalar 

I. INTRODUCCIÓN 
Gracias al avance de la tecnología, hoy en día es posible 

contar con plataformas móviles y de escritorio con capacidades 

de procesamiento cada vez superiores, lo que ha dado lugar a 

aplicaciones más potentes, las cuales en muchas ocasiones 

demandan la garantía de servicios de seguridad informática, tales 

como confidencialidad, integridad, autenticación, etc., debido a 

que la información que administran es de carácter sensible, por lo 

que es indispensable el contar con un esquema criptográfico 

confiable, robusto y eficiente, que permita brindar dichos 

servicios. Recientemente las técnicas de criptografía basadas en 

curvas elípticas (ECC) y emparejamientos bilineales han 

demostrado la viabilidad de proveer servicios de seguridad 

informática de manera eficiente tanto en plataformas de escritorio 

como en el dominio de las aplicaciones móviles [1, 2], debido a 

que permiten la utilización de longitudes de llaves más cortas que 

esquemas tradicionales de criptografía, como el algoritmo RSA. 

Al usar llaves más cortas, el espacio de memoria utilizado para el 

almacenamiento de llaves se reduce considerablemente así como 

también los requerimientos de ancho de banda para la 

transmisión de las llaves, además de ser capaces de proveer 

niveles de seguridad confiables [3].  
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En la literatura se han realizado estudios comparativos de 

algoritmos que calculan la operación más demandante en 

esquemas criptográficos basados en ECC, la multiplicación 

escalar, en base a la cantidad de operaciones que dichos 

algoritmos efectúan [4, 5]. En este artículo se describe el trabajo 

experimental para evaluar el desempeño de algoritmos para la 

multiplicación escalar a partir de los tiempos de ejecución, 

haciendo una evaluación bajo las mismas condiciones de prueba, 

es decir, los algoritmos fueron evaluados sobre la misma 

plataforma de cómputo, ya sea PC o dispositivo móvil, y usando 

las mismas rutinas de software.  

La aportación principal de este trabajo consiste en proveer un 

análisis de los tiempos de ejecución de diversos algoritmos 

existentes para el cálculo de la multiplicación escalar en ECC, 

que sirva como un punto de referencia para quienes implementan 

esquemas criptográficos basado en ECC tanto en computadoras 

de escritorio como en dispositivos móviles.  

Se realizó una revisión de la literatura y se seleccionaron 

diversos algoritmos tanto para campos binarios GF(2
m
) como 

para campos primos GF(p). La implementación y pruebas se 

efectuaron tanto en un ordenador de escritorio, como en un 

dispositivo móvil.  

Las secciones restantes del artículo se ordenan como sigue: 

el marco teórico de esta investigación se describe en la sección 

II; La multiplicación escalar y los algoritmos para calcular esta 

operación se describen en la sección III. Los resultados obtenidos 

se detallan en la sección IV; finalmente en la sección V se 

presentan las conclusiones de este trabajo. 

II. CRIPTOGRAFÍA DE CURVAS ELÍPTICAS (ECC) 
La ECC  pertenece a la criptografía asimétrica [6], esto 

debido a que se utilizan dos claves distintas: una pública y una 

privada, donde el conocimiento de la clave pública  no  permite 

determinar la clave privada. 

ECC fue propuesta de manera independiente en 1985 por 

Neal Koblitz [7] y Victor Miller [8].  Desde entonces una gran 

cantidad de investigaciones se han realizado para tener 

implementaciones eficientes y seguras de estos esquemas 

criptográficos. La Criptografía de Curvas Elípticas ha permitido 

explorar nuevos criptosistemas, tal como la técnica de 

emparejamientos bilineales [1].  

A. Campos finitos 

Una curva elíptica sobre un campo   es un conjunto formado 

por el punto al infinito ∞ y los puntos   (   )     que 

satisfacen la ecuación de Weistrass (1) [4]: 

 

 ( )                   
               (1)      

La curva elíptica  ( ) junto con el punto al infinito (∞) 

forman el grupo aditivo   ( )       , donde el punto ∞ es el 

elemento identidad (     ). Para aplicaciones 

criptográficas, el campo   es un campo finito. Si  es un campo 

primo GF(p) la ecuación de la curva elíptica es (2): 

 

 (  ( ))                                   (2)      

Cuando la curva elíptica está definida en el campo binario  

GF(2
m
),  la ecuación es (3): 

   (  (  ))                              (3) 

B. Problema del logaritmo discreto elíptico 

Dada una curva   en un campo finito, podemos representar 

la operación principal llamada multiplicación escalar en ECC  de 

la siguiente manera: 

     

donde: 

     : Son puntos de una curva elíptica. 

 : Es un escalar secreto. 

Dicho esto podemos  definir  al Problema de Logaritmo 

discreto Elíptico (PLDE) como determinar el escalar  ,  dado los 

puntos   y  . 

La seguridad basada en ECC es basada en la dificultad de 

resolver este problema. En general la dificultad del PLDE  resulta 

ser más difícil que otros problemas  como el de factorización de 

enteros  y logaritmo discreto [9]. 

C. Estándares 

Un criptosistema de curva elíptica se define a partir de una 

tupla T, la cual es un conjunto de parámetros que define un 

campo finito de trabajo, la ecuación de una curva elíptica (ver 

ecuación 1) definida sobre el campo finito sobre la que se va a 

trabajar, un generador de la curva elíptica, entre otros valores.  

Para el campo primo GF(p) los parámetros  son una séxtupla 

de valores  denotados como [3]: 

  (           ) 

donde: 

   Es  un número primo grande. 

     Son coeficiente que definen la curva   en  GF(p). 

   Es el generador de un subgrupo cíclico en la curva elíptica 

E(GF(p)). 

   Es el orden de   (  es el entero más pequeño tal que 

   ∞). 

   Es el cofactor de la curva y se define como el 

                  ⁄ . Este valor es opcional. 

Para el campo Binario GF(2
m
) la tupla T consiste de siete 

parámetros necesarios  definidos como [3]: 

 

  (   ( )          )  
donde : 

   Es el entero que especifica el orden del campo finito 

que se está usando. 

 ( )  Es el polinomio irreducible  de grado  . 

Todos los demás valores tienen una definición similar al 

caso de   ( ).   

Existen diversos estándares que especifican un conjunto de 

valores para cada elemento de la tupla T. Dichos parámetros han 

sido derivados a través de métodos ampliamente estudiados y por 

ello se consideran seguros. Dentro de los estándares se 
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encuentran IEEE [10], NIST [11], ANSI [12, 13], ISO [14], 

SECG [15], entre otros. Los estándares de ECC en su mayoría 

son compatibles además de contar con vectores de prueba  con 

los cuales se puede verificar los resultados. 

D. Esquemas Criptográficos 

Para lograr contar con los servicios de seguridad que las 

aplicaciones móviles y de escritorio necesitan, es indispensable 

utilizar esquemas criptográficos. Entre los principales basados en 

ECC se pueden mencionar [16]:  

 

1) Esquema de Diffie-Hellman en Curvas Elípticas (ECDH). 

Esquema que permite la generación y el intercambio de 

llaves entre dos entidades.  

 

2) Esquema de Cifrado Integrado en Curva Elíptica  (ECIES). 

Utilizado para el cifrado de datos. Dentro de este esquema  

se utiliza ECDH para generar dos llaves simétricas, una 

utilizada para cifrar el texto claro  y otra para autentificar el 

texto cifrado. 

 

3) Algoritmo de Firma Digital de Curva Elíptica (ECDSA). 

Este esquema puede ser divido en dos etapas, la primera 

sería la generación de firma digital y la segunda la 

verificación de firma digital, donde en cada una de estas 

etapas se vería implicado el uso de una llave privada  y una 

función hash. 

 

Algoritmo 1: Generación de firma con ECDSA 

Requiere: (GF(q),a,b,G,n,h) llave privada   , mensaje m 

Salida: Firma digital (r, s) 

1: Seleccionar              
2: (     )     

3:           . Si     regresar al paso 1 

4:    ( ) 

5:      (     )       Si     regresar al paso 1 

6: Regresar (   ) 

 

Algoritmo 2: Verificación de firma con ECDSA 

Requiere: (GF(q),a,b,G,n,h), llave pública   , mensaje m, 

firma digital (r, s) 

Salida: Aceptación o rechazo de la firma digital (r, s) 

1: Verificar que  (r, s)            
2:    ( ) 

3:             

4:                          

5: (     )           

6:            

7: Si      Regresar “Firma aceptada” 

9:      Si no Regresar “Firma rechazada” 

III. MULTIPLICACIÓN ESCALAR 

Para una comprensión más sencilla de la multiplicación escalar, 

su realización puede ser dividida en tres capas independientes 

[3].   

A. Capa superior 

En la capa superior se encuentran los diferentes métodos para 

efectuar la multiplicación escalar. 

La multiplicación escalar    donde   es un entero en el 

intervalo         y   es un punto en la curva elíptica   

definida sobre el campo finito, es el resultado de sumar     
     ,     veces [17].  Esta operación es realizada 

aplicando una secuencia de Sumas-ECC y Doblados-ECC. 

El método básico para efectuar la multiplicación escalar para 

cuando   es un punto desconocido es el método de Suma y 

Doblado, donde la representación binaria del escalar   es usada. 

Existen dos algoritmos para calcular dP en función de cómo se 

recorren los bits del escalar d, de izquierda a derecha o de 

derecha a izquierda. 

Multiplicación Doblado y Suma Izquierda-Derecha. El 

algoritmo 3 realiza en promedio (   )  ⁄  Sumas-ECC y 

    Doblados-ECC, debido a que el número esperado de unos 

en la representación binaria del escalar   es    ⁄      ⁄ , donde 

  es el número de bits del escalar  .   

 

Algoritmo 3: Multiplicación Doblado y Suma Izquierda-Derecha 

Requiere:   (            )  ,    (   ) 

Salida:    

1:        

2:   Para       hasta 0 hacer 

3:               

4:         Si      entonces 

5:                    

6:         Fin Si 

7:   Fin Para 

8:   Regresar ( ) 

 

Ya que este método itera de izquierda a derecha y el bit más 

significativo del escalar   es uno, el ciclo se realiza desde  -  

hasta 0, ahorrando así una Suma-ECC y un Doblado-ECC. 

 
Fig. 1 Modelo de capas para la implementación de la multiplicación 

escalar. 
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Multiplicación Doblado y Suma Derecha-Izquierda. El 

algoritmo 4 realiza en promedio   ⁄  Sumas-ECC y   

Doblados-ECC. Debido a que este método se realiza de derecha a 

izquierda, se debe comenzar a iterar desde  hasta    .  

 

Algoritmo 4: Multiplicación Doblado y Suma Derecha-Izquierda 

Requiere:   (            )  ,    (   ) 

Salida:    

1:        

2:   Para     hasta     hacer 

3:        Si      entonces 

4:                    

5:         Fin Si 

6:               

7:   Fin Para 

8:   Regresar ( ) 

 

En los algoritmos 3 y 4, se efectúa un Doblado-ECC de 

manera incondicional y la operación de Suma-ECC se lleva a 

cabo solo si el bit    es uno.  

Para mejorar el tiempo de ejecución de la multiplicación 

escalar se han diseñado nuevos métodos, algunos de los cuales 

logran disminuir la cantidad de Sumas-ECC, al reducir el número 

de dígitos diferentes de cero del escalar  , como por ejemplo los 

métodos NAF [18] y wNAF [19, 20], que recodifican   de forma 

que se incrementan los símbolos con los que se puede representar 

 . 

Multiplicación Binaria NAF. El método NAF (Non-

Adjacent Form) de un entero positivo   es una expresión de la 

forma    ∑    
    

    donde                  y al menos 

dos bits consecutivos     son diferentes de cero. La longitud de la 

representación NAF es representada por  . 
Algunas de las propiedades de la representación NAF de un 

entero positivo d son [4]: 

1.   tiene una única representación     denotada por 

   ( ) 

2.    ( ) tiene menos dígitos diferentes de cero que la 

representación binaria de    

3. La longitud de    ( ) es a lo más un bit mayor que la 

longitud de la representación binaria de    

4. Si la longitud de    ( ) es  , entonces    ⁄    
     ⁄  
5. La densidad promedio de dígitos diferentes de cero de 

   ( ) es aproximadamente 1/3 

El valor    ( ) puede ser calculado eficientemente usando 

el algoritmo 5. 

 

Algoritmo 5: Representación NAF 

Requiere: Entero positivo   

Salida:    ( ) 

1:        

2:   Mientras     hacer 

3:        Si   es impar entonces 

4:                   (       )        

5:         Sino 

6:                   

7:                  ⁄        

8:         Fin Si no 

9:   Fin Mientras 

10: Regresar (                 ) 

 

Posteriormente el algoritmo 6 se puede utilizar para obtener 

la multiplicación escalar. Este algoritmo realiza en promedio 

(   )  ⁄   Sumas-ECC o restas de puntos y     Doblados-

ECC, gracias a que la densidad de dígitos diferentes de cero es de 

dos ceros por cada dígito diferente cero. 

 

Algoritmo 6: Multiplicación binaria NAF de Izquierda-Derecha 

Requiere:  ,    (   ) 

Salida:    

1:  Obtener     ( )   ∑    
    

    

2:        

3:   Para       hasta 0 hacer 

4:              

5:        Si      entonces        

6:        Si       entonces        

7:   Fin Para 

8:   Regresar ( ) 

 

Como el método va de izquierda a derecha, nuevamente 

puede ahorrarse una Suma-ECC o una resta de puntos y un 

Doblado-ECC al igual que el algoritmo 1. 

Multiplicación Binaria wNAF. El método wNAF (window 

Non-Adjacent Form) permite reducir aún más la densidad de 

dígitos diferentes de cero del escalar  , por lo que disminuye la 

cantidad de Sumas-ECC requeridas para multiplicación escalar. 

Algunas de las propiedades de la representación wNAF de un 

entero d son [4]: 

1.   tiene una única representación wNAF denotada por 

    ( ) 

2.     ( )      ( ) 

3. La longitud de     ( ) es a lo más un dígito mayor que 

la longitud de la representación binaria de   

4. La densidad promedio de dígitos diferentes de cero de 

    ( ) es aproximadamente   (   ) 

El valor     ( ) puede ser calculado mediante el algoritmo 

7. 

 

Algoritmo 7: Representación wNAF 

Requiere: Entero positivo   

Salida:     ( ) 

1:        

2:   Mientras     hacer 

3:        Si   es impar entonces 

4:                                  

5:         Si no 

6:                   

7:                  ⁄        

8:         Fin Si no 

9:   Fin Mientras 

10: Regresar (                 ) 

 

La función mods es definida de manera distinta en el campo 

primo y binario. Los algoritmos 8 y 9 calculan esta función. 

 

Algoritmo 8: Función mods campo primo 

Requiere:  ,   

Salida:           

1:  Si              ⁄  
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2:        Regresar (        )     

3:        Si no  

4:               Regresa          

 

 

Algoritmo 9: Función mods campo binario 

Requiere:  ,   

Salida:           

1:  Si        
2:        Regresar (        )     

3:        Si no  

4:               Regresa          

 

El algoritmo 10 muestra la multiplicación escalar de 

izquierda a derecha utilizando la representación wNAF. Este 

algoritmo realiza en promedio  (   )⁄   Sumas-ECC o restas 

de puntos y   Doblados-ECC. 

 

Algoritmo 10: Multiplicación wNAF de Izquierda-Derecha 

Requiere: ancho w, entro positivo       (   ) 

Salida:    

1:  Obtener      ( )   ∑    
    

    

2:  Precalcular       para                  
3:        

4:   Para       hasta 0 hacer 

5:              

6:        Si      entonces  

7:             Si      entonces  

8:                           

9:              Si no 

10:                          

11.            Fin Si 

12.        Fin Si 

13:   Fin Para 

14:   Regresar ( ) 

B. Capa media 

La capa media corresponde al sistema de coordenadas en las 

cuales los puntos de la curva elíptica son representados. Existen 

diferentes tipos de coordenadas con las que es posible representar 

los puntos en la curva elíptica. Las más populares son las 

coordenadas afines, en donde cada punto en la curva es 

representado por el par (x, y). En este trabajo se utiliza este tipo 

de representación.  

Esta capa además define como son realizadas las operaciones 

de suma y doblado en la curva elíptica. 

Cuando la curva está definida sobre el campo primo 

 (  ( )), las operaciones Suma-ECC y Doblado-ECC son 

definidas como sigue [21]: 

Sea        ( ) que satisfacen la ecuación          

 .  Sea         (  ( ))     (     )  

  (     )    (     ) 

1.        si     o     

2.         (    ) 

        donde 

               

                             (     )      

     
(     )

(     )
  

3.            (   ) 

                        donde  

           
 

      (     )     

     
   

   

   
 

Cuando la curva elíptica está definida sobre el campo finito 

 (  (  )), las operaciones de Suma-ECC y Doblado-ECC se 

realizan como sigue [21]: 

Dado los puntos: 

  (     )   (     )   (     )    (  (  )) 

1.        si     o     

2.         (    )  

              donde 

            

                             (     )        

     
(     )

(     )
  

3.            (   ) 

                        donde 

            

       
         

        
  

  
 

C. Capa inferior 

Finalmente la capa inferior involucra aritmética en campo  

finito. La implementación eficiente de estas operaciones 

aritméticas impactan el desempeño de la multiplicación escalar.  

Para realizar la Suma-ECC y el Doblado-ECC de la capa 

media se requieren operaciones de la capa inferior como suma, 

multiplicación, inversión (puede ser sustituida por la división) y 

elevación al cuadrado.     

Para   (  ) la implementación de las operaciones en 

campo finito dependen de una base, la cual puede ser polinomial, 

normal o dual [21]. En bases polinomiales, los elementos de 

  (  ) son vistos como polinomios  ( ) de grado    , con 

coeficientes en   ( )       . Una base en   (  ) es 

representada por                   , donde   es un cuadrado de 

un polinomio irreducible  ( ) de grado   [9] y fue la base 

utilizada en la realización de pruebas de este artículo. La 

aritmética en   (  ) con base polinomial es aritmética de 

polinomios modulo  ( ). Para   ( ), la aritmética es 

implementada como aritmética de enteros modulo  . 

IV. IMPLEMENTACIÓN Y RESULTADOS 
La implementación de la multiplicación escalar  y la 

realización de pruebas se llevo a cabo en una computadora de 

escritorio y en un dispositivo móvil, cuyas características se 

describen en la tabla I. 
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La plataforma de programación utilizada fue Java Edición 

Estándar (o Java SE 7) y el entorno de desarrollo utilizado fue 

Eclipse.  

Un aspecto fundamental al momento de seleccionar las 

curvas elípticas con las que se realizó la etapa de implementación 

y pruebas es el nivel de seguridad que éstas ofrecen, es por ello 

que siguiendo la recomendación del SECG [15], este trabajo se 

enfocó en desarrollar un análisis de un nivel de seguridad de 128 

bits tanto para campo primo como para campo binario. Los 

resultados alcanzados pudieron ser corroborados en los vectores 

de prueba que el estándar SECG [15] proporciona. 

Para la obtención de resultados,  y debido a la variación del 

tiempo respecto a la generación de la llave pública, se optó por 

seguir el teorema del límite central el cual menciona que para 

obtener una distribución normal es suficiente evaluar un mínimo 

de 30 muestras [22]. Para la realización de pruebas, en este 

artículo se tomaron 32 muestras de cada uno de los cuatro 

algoritmos analizados para el cálculo de la multiplicación escalar 

(ver tablas III y V), y posteriormente se obtuvo el promedio de 

cada uno de ellos. 

A. Campo primo 

Para evaluar los métodos de multiplicación escalar definido 

sobre el campo primo, para la tupla  
  (           ) se utilizaron los valores recomendados para 

la curva secp256r1, la cual está recomendada en el estándar 

SECG [15], y es compatible con IEEE [10] y esta también 

recomendada en ANSI [12, 13] y NIST [11].  Los valores para 

cada elemento de la tupla T se muestran en la tabla II. 

Para la implementación de la multiplicación escalar sobre campo 

primo se utilizaron clases incluidas en la versión 1.2 de la 

Arquitectura Criptográfica de Java o JCA, específicamente las 

clases incluidas en el paquete java.security.spec el cual brinda 

soporte para esquemas criptográficos y que fue utilizado para 

implementar las operaciones de la capa superior y la capa media 

de la multiplicación escalar. También, se utilizó la clase 

BigInteger con la cual fue posible implementar las 

operaciones requeridas en la capa inferior de la multiplicación 

escalar, ya que permite realizar operaciones sobre números 

grandes necesarios para la representación de parámetros 

criptográficos. 

En la Tabla III se muestran los tiempos de ejecución para la 

multiplicación escalar definida sobre campo primo, tanto en la 

computadora de escritorio como en el dispositivo móvil.  

Como puede apreciarse en la Tabla III el método que menor 

tiempo de ejecución demanda en el ordenador de escritorio es el 

wNAF, mientras que en el dispositivo móvil es el NAF. En la 

mayoría de los casos la multiplicación escalar se calcula en 

menos de un segundo sobre el procesador ARM, el cual es un 

tiempo que puede ser tolerado en la mayoría de las aplicaciones 

móviles. 

B. Campo binario 

Para evaluar los métodos de multiplicación escalar definido 

sobre el campo binario, para la tupla  
  (   ( )          ) se utilizaron los valores 

recomendados para la curva sect283r1, la cual está recomendada 

en el estándar SECG [15], y es compatible con ANSI [12, 13], 

IEEE [10] y esta también recomendada en NIST [11]. Los 

valores para cada elemento de la tupla T se muestran en la tabla 

IV. 

En cuanto a la implementación de la multiplicación escalar 

sobre campo binario se utilizó el paquete java.security.spec que 

proporciona clases e interfaces para la especificación de 

parámetros de algoritmos criptográficos y la librería de código 

TABLA I. CARACTERÍSTICAS DE CÓMPUTO DE LA PC Y EL DISPOSITIVO MÓVIL 

Parámetros 
Especificaciones 

PC Móvil 

Procesador 
Intel Core i5 

2.5GHz 

ARM 

600 MHz 

SO Windows 7 Android 2.2 

Memoria RAM 4 GB 170 MB 

 

TABLA II. ESPECIFICACIÓN DE PARÁMETROS DE LA CURVA SECP256R1 

Parámetro Valor 

  
FFFFFFFF 00000001 00000000 00000000 00000000 

FFFFFFFF FFFFFFFF FFFFFFFF 

  
FFFFFFFF 00000001 00000000 00000000 00000000 

FFFFFFFF FFFFFFFF FFFFFFFC 

  
5AC635D8 AA3A93E7 B3EBBD55 769886BC 

651D06B0 CC53B0F6 3BCE3C3E 27D2604B 

  

(6B17D1F2 E12C4247 F8BCE6E5 63A440F2 

77037D81 2DEB33A0 F4A13945 D898C296, 

4FE342E2 FE1A7F9B 8EE7EB4A 7C0F9E16 

2BCE3357 6B315ECE CBB64068 37BF51F5) 

  
FFFFFFFF 00000000 FFFFFFFF FFFFFFFF 

BCE6FAAD A7179E84 F3B9CAC2 FC632551 

  01 

 

TABLA III. TIEMPO DE EJECUCIÓN DE LA MULTIPLICACIÓN ESCALAR SOBRE 

CAMPO PRIMO 

 
Tiempo de ejecución (ms) 

PC Móvil 

S&D Izq-Der 26.50 678.16 

S&D Der-Izq 27.03 742.16 

NAF 21.09 556.61 

wNAF 10.59 885.97 

 

TABLA IV. ESPECIFICACIÓN DE PARÁMETROS DE LA CURVA SECT283R1 

Parámetro Valor 

 ( )                  

  

00000000 00000000 00000000 00000000 

00000000 00000000 00000000 00000000 

00000001 

  

027B680A C8B8596D A5A4AF8A 19A0303F 

CA97FD76 45309FA2 A581485A F6263E31 

3B79A2F5 

  

(05F93925 8DB7DD90 E1934F8C 70B0DFEC 

2EED25B8 557EAC9C 80E2E198 F8CDBECD 

86B12053 03676854, FE24141C B98FE6D4 

B20D02B4 516FF702 350EDDB0 826779C8 

13F0DF45 BE8112F4) 

  

03FFFFFF FFFFFFFF FFFFFFFF FFFFFFFF 

FFFFEF90 399660FC 938A9016 5B042A7C 

EFADB307 

  02 
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abierto FlexiProvider [23], ya que brinda soporte para 

operaciones de polinomios, indispensables en este tipo de campo 

por lo cual fue posible realizar las operaciones respectivas a la 

capa media  y la capa inferior del modelo de capas de la 

multiplicación escalar. 

En la Tabla V se muestran los tiempos necesarios para la 

ejecución de la multiplicación escalar, tanto en la computadora 

de escritorio como en el dispositivo móvil.  

Como se puede apreciar el método con un menor tiempo de 

ejecución sobre campo binario es wNAF al realizarse la 

implementación en el ordenador de escritorio al igual que para el 

dispositivo móvil. Este valor incluye además el tiempo de 

generación de la representación wNAF del escalar  , lo que 

permite confirmar que al reducir la densidad de dígitos diferentes 

de cero del escalar   mediante el método wNAF es posible lograr 

incrementar la eficiencia en el desempeño de la multiplicación 

escalar.  

De acuerdo a los resultados obtenidos la Criptografía de 

Curvas Elípticas sobre campo primo resulta ser más eficiente  en 

comparación con el campo binario, tanto para PC como para 

móvil. En los resultados obtenidos en la PC se puede apreciar que 

la mayoría de los métodos implementados en campo binario son 

en promedio 2 o 3 veces más lentos que en campo primo 

exceptuando el método wNAF el cual es 5 veces más lento que su 

versión en campo primo. Mientras que en los resultados 

obtenidos del  dispositivo móvil se puede observar que los 

métodos en campo binario  son entre 8 y 11 veces más lentos que 

los métodos en campo primo con excepción del método  wNAF el 

cual es 5 veces más lento que su versión en campo primo. Estas 

diferencias en el tiempo de ejecución de los algoritmos para el 

cálculo de la multiplicación escalar nos muestran  que dentro de 

las implementaciones en software  es mejor opción  el uso del 

campo primo, sin embargo también es importante la elección  

correcta del método para la multiplicación escalar dado a que  el 

uso de pre-caculos como en el caso de wNAF  indica mayor uso 

de recursos. 

V. CONCLUSIONES 
Debido al gran interés del uso de esquemas criptográficos 

basados en curva elíptica, resulta crucial el análisis de las 

operaciones subyacentes para la implementación de dicha 

técnica, con la finalidad de lograr el mejor desempeño posible. 

En este artículo presentamos los resultados obtenidos por la 

implementación de cuatro diferentes técnicas algorítmicas para el 

cálculo de la multiplicación escalar de curva elíptica sobre 

campos finitos primos y binarios 

Los resultados obtenidos  reflejan que los  métodos NAF y 

wNAF son más rápidos, debido a que en ambos métodos el 

escalar d es transformado y la densidad de dígitos  diferentes de 

cero resulta menor que en su representación binaria, que es la que 

usan los métodos de Suma y Doblado. Esto implica que se 

necesiten menos operaciones aritméticas para el cálculo de la 

multiplicación escalar, ya que al disminuir la densidad de dígitos 

diferentes de cero en el escalar d, el número de Sumas-ECC se 

reduce. 

Se realizó un análisis de los tiempos de ejecución del 

ordenador de escritorio contra los obtenidos en el dispositivo 

móvil. Podemos mencionar que al ejecutar los algoritmos para la 

multiplicación escalar utilizando el campo primo, el tiempo de 

ejecución en el dispositivo móvil fue en promedio 26 veces más 

lento que el tiempo consumido por la PC con excepción del 

método wNAF que fue 83 veces más lento en el móvil en 

comparación con la PC. Al ejecutar los algoritmos para la 

multiplicación escalar utilizando el campo binario, el tiempo 

requerido por el móvil fue en promedio 85 veces más lento que la 

PC. Gracias a estas comparaciones es que podemos concluir  que 

el uso del campo primo en implementaciones de software sobre 

plataformas móviles es  más adecuado que el uso del campo 

binario. 

Con los resultados obtenidos podemos puntualizar que 

múltiples aplicaciones móviles pueden soportar el cálculo de las 

operaciones sobre curvas elípticas, lo cual permite el uso de ECC 

en estos dispositivos con características de procesamiento 

restringidas. 

Como trabajo futuro se explorarán algoritmos para cálculo de 

la multiplicación escalar definidos sobre otros campos finitos, 

tales como GF(3
m
). También se sugiere probar técnicas 

algorítmicas más complejas que realicen el pre-procesamiento 

del escalar d, tales como el método Frac-wNAF (fractional 

window Non-Adjacent Form) [24], el método Fixed-base NAF 

windowing [4], o el método Sliding window [5].  Además de un 

análisis detallado de los métodos y las capas de la multiplicación 

escalar para su implementación sobre arquitecturas paralelas tales 

como los GPUs (Graphics Processing Unit). 
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Sistema de control de emersión e inmersión del 
vehículo Sub-Chaac  

Sotelo O. Arturo, García O. Manuel D.J., Coria D.R. Luis N., Vázquez L. Carlos E. y Ortega C. Jorge A.  

 
Emersion and immersion control system for the Sub-Chaac vehicle 

Abstract— In this work we propose a solution in order to 
control the immersion and emersion of an unmanned underwater 
vehicle. This vehicle has been named “Sub-Chaac” honoring to the 
Mayan god associated to water and rain. So as to measure 
environment variables Sub-Chaac has instrumentation on-board 
allowing it to find out its operative conditions. Sub-Chaac has been 
designed over several stages, just to mention some of them: a) 
Mechanical design, b) Ballast control, c) Speed control, d) Power 
control, e) Electronic Instrumentation and f) Communications and 
telemetry. This work is about the development of the leveling and 
deepness control subsystem, which is assisted by the instrumentation 
subsystem. 

Keywords— Emersion, Immersion Underwater vehicle, 
Unmanned. 

Resumen— En este trabajo se propone una solución para el 
control de emersión e inmersión de un vehículo subacuático no 
tripulado. El vehículo ha sido nombrado “Sub-Chaac” en honor a la 
deidad Maya asociada al agua y la lluvia, y se referirá a él de esta 
forma en el resto del documento. El Sub-Chaac cuenta con 
instrumentación para medir algunas variables de su entorno y poder 
determinar sus condiciones de operación. Existen diversas etapas en 
el diseño del Sub-Chaac, por mencionar algunas: a) Diseño 
mecánico, b) Control de lastre, c) Control de velocidad, d) Control 
de potencia, e) Instrumentación electrónica y  f) Comunicaciones y 
telemetría. Este trabajo trata de parte del desarrollo del subsistema 
de control de lastre, consistente en el control de nivelación y 
profundidad, el cual es asistido por el subsistema de 

instrumentación. 

Palabras clave— Emersión,  Inmersión Vehículo subacuático, 
No tripulado. 

I. INTRODUCCIÓN 
El diseño y construcción de vehículos subacuáticos es un 

tema de interés debido sus aplicaciones, principalmente: en el 
estudio de perfiles de columna de agua en emersiones verticales 
mediante sonar [1,5], en la generación de mapas para exploración 
arqueológica submarina [2], en tareas de monitorización 
colectiva para determinar la trayectoria óptima para llegar a un 
objeto sumergido determinado [3], en la búsqueda y rescate de 
objetos sumergidos [4]. La operación habitual del vehículo 
requiere de un sistema electromecánico que permita realizar la 
inmersión y emersión del vehículo, así como el control de 
movimiento del mismo. Dentro de este marco diversos trabajos 
abordan técnicas aplicadas para este fin, por ejemplo, en los 
trabajos [6,7] se diseñan controladores con métodos clásicos; se 
aplican controladores por modos deslizantes en [8]; en el trabajo 
de Meldrum [9] se explora la aplicación de un GPS para 
determinar la posición de un vehículo en el diseño del 
controlador.  

El Instituto Tecnológico de Tijuana a través del 
Departamento de Ingeniería Eléctrica y Electrónica ha puesto en 
marcha un proyecto consistente en el diseño y construcción de un 
vehículo subacuático no tripulado para exploración. El vehículo 
fue denominado Sub-Chaac (Chaac: Deidad Maya relacionada 
con el agua y la lluvia), y la construcción del prototipo se 
encuentra dentro de las metas que se persiguen en el proyecto 
DGEST "Vehículo Subacuático No Tripulado".  

Para lograr la implementación del Sub-Chaac es necesario 
desarrollar diversos subsistemas: a) Casco, b) Control inmersión 
y emersión, c) Control de movimiento, d) Etapa de potencia, d) 
Instrumentación electrónica, e) Comunicaciones y telemetría y d) 
Administración de energía. En este documento se describen los 
detalles técnicos del diseño, así como la descripción de la 
implementación y resultados obtenidos en el desarrollo del 
sistema para inmersión y emersión del Sub-Chaac. 

El documento está organizado como sigue: En la Sección II 
se presentan los preliminares en los que se basa el desarrollo del 
sistema de control del Sub-Chaac. En la Sección III se muestra el 
desarrollo del sistema de control y una descripción de cada uno 
de los elementos utilizados. La Sección IV muestra los resultados 
obtenidos. Finalmente la Sección V incluye las conclusiones del 
trabajo realizado. 

Manuscrito recibido el 12 de Julio de 2012. Este trabajo fue respaldado por el 
departamento de Ing. Eléctrica y Electrónica del Instituto Tecnológico de Tijuana, 
por el proyecto DGEST 3416.10-P y el cuerpo académico ITT-CA-6. 
 Sotelo O. Arturo, hasta la fecha se ha de desempeñado como Profesor de 
Tiempo Completo del Instituto Tecnológico de Tijuana, en el Departamento de 
Ingeniería Eléctrica y Electrónica; Blvd. Industrial S/N, Mesa de Otay; Tijuana, 
B.C., México; C.P. 22500; Tel/Fax: (664) 6244743; (e-mail 
asotelo@tectijuana.mx). 
 García O. Manuel D.J. , hasta la fecha se ha de desempeñado como jefe del 
departamento y Profesor de Tiempo Completo del Instituto Tecnológico de 
Tijuana, en el Departamento de Ingeniería Eléctrica y Electrónica; Blvd. Industrial 
S/N, Mesa de Otay; Tijuana, B.C., México; C.P. 22500; Tel/Fax: (664) 6244743; 
(e-mail mdejgaro@yahoo.com). 
 Coria D.R. Luis N. hasta la fecha se ha de desempeñado como 
Profesor/Investigador  de Tiempo Completo del Instituto Tecnológico de Tijuana, 
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A. Aspectos generales 

Para la implementación del hardware del sistema se hace uso 
de una red maestro-esclavo de microcomputadoras 
interconectadas mediante una red I2C. La parte principal del 
sistema de control es la computadora de navegación (CN), basada 
en un microcontrolador ARM7 de Atmel, cuya función es 
controlar la profundidad, nivelación, dirección y velocidad del 
Sub-Chaac. Adicionalmente se utilizan microcontroladores 
microchip para implementar la red de sensores que permiten la 
adquisición y preprocesamiento de las señales presión, 
temperatura e inclinación, así como para controlar el sentido de 
giro de los propulsores y de las bombas de llenado/vaciado de las 
cámaras de lastre. 

Para determinar la desviación del Sub-Chaac respecto de la 
horizontal, se hace uso de un acelerómetro de tres ejes en 
conjunto de un giroscopio para determinar la velocidad angular, 
los cuales entregan las lecturas a través de I2C. La desviación 
respecto de esta referencia comúnmente se les denomina de 
alabeo y cabeceo. El alabeo es la desviación al girar sobre el eje 
longitudinal del vehículo, X; el cabeceo es la desviación al girar 
sobre el eje transversal, Y, como se muestra en la Fig. 1. Estos 
movimientos presentan características similares entre ellos, así 
que resolviendo el alabeo se puede tomar como base para 
resolver el cabeceo. El ángulo de inclinación se puede medir en 
base a la componente de aceleración producida por la acción de 
la gravedad sobre el eje X  y Y del vehículo. 

Adicionalmente, al encontrarse el vehículo en movimiento 
las lecturas de los acelerómetros resultaran afectadas  por  los 
cambios de la velocidad en los tres ejes, resultando en una 
estimación incorrecta de la desviación respecto a la horizontal. 
Conociendo la magnitud y dirección de la velocidad con que 
cambia la desviación es posible compensar obteniendo una 
estimación más acertada. Para fusionar estas variables y obtener 
la desviación respecto de la horizontal, el filtro Kalman permite 
obtener una estimación inmune a los errores de la 
instrumentación y a los movimientos propios del vehículo [10]. 
Para estimar la inclinación con la menor cantidad de ruido, 
deberá ser posible describir el proceso mediante un sistema 
lineal. De acuerdo con [11] un sistema lineal esta descrito por la 
Ecuación de estado (1) y Ecuación de salida (2). 

 
xk+1=Axk + Buk + wk                                   (1) 

yk=Cxk + zk                                          (2) 

Donde k es el índice de tiempo, x es el denominado estado 
del sistema, u es la entrada conocida al sistema, y es la medida de 
salida; finalmente según [12, 13], w es el denominado ruido del 
proceso y z el ruido de la medición, respectivamente. 

II. DESARROLLO DEL SISTEMA DE CONTROL 
El protocolo de comunicación I2C permite que la CN se 

comunique con el resto del hardware usando las mismas líneas de 
comunicación que los dispositivos esclavos. Estos dispositivos 
tienen una dirección específica de acceso, así es como la CN 
puede determinar los valores de las variables y le permite enviar 
las consignas para los actuadores. Las direcciones propuestas 
para los dispositivos en el esquema de I2C se muestran en la 
Tabla I.  

En la Fig. 2 se muestra el diagrama esquemático de la 
implementación del sistema de control del Sub-Chaac. El 
microcontrolador mostrado en la parte central es encargado de 
enviar las señales de control a la etapa de potencia (EP), es 
importante señalar que aunque solo se muestra un solo 
amplificador (AP) en el circuito, el sistema cuenta con un total de 
cuatro, uno para cada motor/bomba. Estos circuitos se encuentran 
configurados como esclavos en la red de comunicación I2C. 

A grandes rasgos, el algoritmo para el control de 
inmersión/emersión se describe a continuación:  

I. La CN lee los datos procesados de profundidad y  
temperatura que provienen de sensor remoto de la 
dirección 0x06, así como los datos procedentes del 
sensor de inclinación con la dirección 0x02. 

II. Para controlar la posición horizontal y vertical del 
vehículo, los datos se procesan en la CN por medio de 
un algoritmo sencillo que evalúa once condiciones para 
determinar qué motores se deben activar y en qué orden 
tienen que operar.  

III. El resultado del procesamiento de la información se 
envía al microcontrolador encargado de la etapa de 
potencia de los motores de las bombas, con la dirección 
0x04. En base de los valores recibidos e envía  la señal a 
cada AP para activar o desactivar las bombas en el 
sentido requerido para llevar al Sub-Chaac a la 
profundidad y nivelación deseada.  

La computadora de navegación es la encargada de tomar la 
decisión de la profundidad a la que se debe situar el vehículo, así 
como de nivelarlo. La CN cuenta con un microprocesador 
ARM 7 de 32 bits y un núcleo que le permite ejecutar 
aplicaciones en multitareas. Adicionalmente, posee un sistema de 
archivos que habilita el almacenar en un archivo la información 
recopilada para su futuro análisis. 

Uno de los acelerómetros mide, respecto del vehículo, en 
dirección paralela al eje normal, Z; los otros dos acelerómetros 
miden en dirección paralela a los eje X y Y con sus respectivos 
giroscopios que miden la velocidad angular. El ángulo de 

 

Fig. 1 Ilustración de los ejes: longitudinal X, Transversal Y, y Normal Z. Así 
como de los   movimientos de Cabeceo C, y de Alabeo A.

TABLA I. 
DIRECCIONES DE LOS MÓDULOS ESCLAVOS EN LA RED I2C 

Dirección Descripción del dispositivo 

0x02 Sensor de inclinación  

0x04 Amplificadores de potencia 

0x06 Sensor de Profundidad y temperatura 
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Fig. 2 Diagrama esquemático de la electrónica del sistema de control de inmersión/emersión del Sb-Chaacs. 

Temperatura 

Presión 
Profundidad 

Inclinación Etapa de potencia 
(EP) 

 

Fig. 4 Localización de las cámaras de lastre del Sub-Chaac, para 
lograr profundidad y nivelación. 

 

Fig. 3 Determinación del ángulo θ mediante las componentes de 
aceleración, visto desde la parte frontal. 

inclinación de determina mediante la lectura de dos 
acelerómetros, como muestra la Fig. 3. 

De acuerdo con [14] el ángulo está determinado por la 
Ecuación (3) y el signo del ángulo será positivo cuando la 
resultante de las componentes de aceleración este apuntando en 
los cuadrantes III a IV, y será negativo cuando apunte en los 
cuadrantes I a II. 

 











z

y

a

a
a tan

                                            (3) 
 
Para lograr la inmersión/emersión y nivelación, el Sub-Chaac 

cuenta con cuatro cámaras de lastre, como se muestran en la 
Fig. 4. Los actuadores utilizados son cuatro bombas peristálticas, 
cuyo sentido se determina al cambiar la polaridad mediante los 
EP, esto con el objetivo de introducir y extraer el agua de los 
tanques de lastre del Sub-Chaac. 

Una propuesta de solución para resolver el problema de 
inmersión/emersión y nivelación, consistió en analizar cada una 
de las combinaciones posibles entre los valores de la  inclinación 
de los ejes principales del Sub-Chaac. La respuesta de los 
motores dependerá de la aceleración registrada en los ejes X, Y y 

Z de los acelerómetros y compensadas mediante los giroscopios y 
el filtro de Kalman: La  activación de los motores se realizara 
cuando el valor de los ejes supere la tolerancia de inclinación 
para ambos ejes.  Las  condiciones posibles se muestran en la 
Tabla II. 

Una vez activados los motores estos se mantendrán en este 
estado hasta que la inclinación en los ejes X y Y sean menores 
que el valor de tolerancia, esto para lograr una ventana de 
histéresis para los motores, y evitar al activación y desactivación 
constante de los motores y reducir el consumo de energía de las 
baterías. 

Para controlar la profundidad a la que se debe ubicar el 
Sub-Chaac, se plantean tres condiciones, las cuales se analizarán 
cuando el vehículo se encuentre nivelado en su posición 
horizontal. Estas tres condiciones se establecen en la Tabla III. 

Para determinar la profundidad se usa un batímetro, el cual 
mide la presión absoluta que produce el agua sobre el casco del 
Sub-Chaac y realiza compensación de la densidad tomando en 
cuenta la temperatura del agua, este trabajo fue desarrollado en 
otra etapa del proyecto realizado en paralelo. 
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Para el llenado y vaciado de las cámaras de lastre se usaron 4 
bombas peristálticas, en la Fig. 5 se puede apreciar la colocación 
de las bombas de las cámaras de lastre frontales y los ductos para 
el llenado y vaciado. Sobre la cámara seca es posible ver la 
implementación provisional de la electrónica para la medición de 
profundidad y de la EP que activan las bombas.  

En la Fig. 6 se puede apreciar la colocación de las bombas 
peristálticas de las cámaras posteriores, y sobre la cámara seca se 
puede apreciar la computadora de navegación. 

Mientras el Sub-Chaac se encuentre operando, la 
computadora de navegación genera una bitácora de las variables 
que se involucran en el proceso: profundidad, cabeceo, alabeo y 

estado de activación de las motobombas. El intervalo de tiempo 
entre muestras se propuso en 0.1s. De este registro se analizarán 
los datos para posteriormente evaluar el tiempo de respuesta y 
determinar las características del sistema de control, lo que se 
estudiara en trabajos futuros. 

III. RESULTADOS 
Una vez instalado el sistema de control dentro del vehículo 

se estableció una profundidad de 0 cm para probar primero las 
condiciones de nivelación horizontal, se estableció una tolerancia 
de >10° y <-10° para la inclinación en el eje X de >12° y <-12° 
para la inclinación en el eje Y, y un nivel de  histéresis para 
cuando la inclinación sea menor a 5° en ambos ejes. Se introduce 
un movimiento de cabeceo hacia abajo, como se puede observar 
en la Fig. 7, lo que se registra como un ángulo positivo de 

TABLA II. CONDICIONES PARA ACTIVAR/DESACTIVAR EL BOMBEO PARA 

CONTROLAR LA POSICIÓN HORIZONTAL DEL SUB-CHAAC 

Condición 1 Estado de bombeo Condición 5 Estado de bombeo 

L1 -1 L1 -1 

L2 0 L2 -1 

L3 0 L3 1 

L4 1 L4 1 

    

    

Condición 2 Estado de bombeo Condición 6 Estado de bombeo 

L1 1 L1 1 

L2 0 L2 1 

L3 0 L3 -1 

L4 -1 L4 -1 

    

Condición 3 Estado de bombeo Condición 7 Estado de bombeo 

L1 0 L1 -1 

L2 -1 L2 1 

L3 1 L3 -1 

L4 0 L4 1 

    

    

Condición 4 Estado de bombeo Condición 8 Estado de bombeo 

L1 0 L1 1 

L2 1 L2 -1 

L3 -1 L3 1 

L4 0 L4 -1 

-1: Sacar Agua; 0: Parar; 1: Meter Agua;  

 

Electrónica de control

Equipo de bombeo
 

 
Fig. 5 Localización del sistema de control y bombeo instalado dentro del 

casco del Sub-Chaac. 

Computadora de 

navegación 

Equipo de bombeo

 
 

Fig. 6 Computadora de navegación y equipo de bombeo instalado 
dentro del casco del Sub-Chaac. 

TABLA III. CONDICIONES PARA ACTIVAR/DESACTIVAR EL BOMBEO PARA 

CONTROLAR LA PROFUNDIDAD DEL SUB-CHAAC 

Condición 10 Estado de bombeo Condición 9 Estado de bombeo 

L1 -1 L1 1 

L2 -1 L2 1 

L3 -1 L3 1 

L4 -1 L4 1 

    

    

Condición 11 Estado de bombeo   

L1 0   

L2 0   

L3 0   

L4 0   

-1: Sacar Agua; 0: Parar; 1: Meter Agua;  

 

Fig. 7 Representación del movimiento de cabeceo positivo. 
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inclinación. El sistema responde activando las bombas para 
compensar la inclinación y nivelar el vehículo, en la gráfica de la 
Fig. 8 se puede observar cuando cambia la inclinación por 
encima de 10º en el eje X, se activan las bombas (L1, L2) para 
vaciar y (L3, L4) para llenar las cámaras de lastre y la 
desactivación cuando el ángulo es menor a 5º, logrando nivelar el 
vehículo dentro de la tolerancia establecida. 

A continuación se introduce un movimiento de alabeo a la 
izquierda,  como  se  muestra en la Fig. 9,  lo que se registra 
como un ángulo negativo de inclinación. A lo que el sistema 
responde activando las bombas para compensar la inclinación y 
nivelar el vehículo, en la gráfica de la Figura 10 se puede 
observar cuando cambia la inclinación por encima de 13º en el 
eje Y, se activan las bombas (L1, L3) para vaciar  y (L2, L4) para 
llenar las cámaras de lastre y la desactivación cuando el ángulo 
es menor a 5º, logrando nivelar el vehículo dentro de la tolerancia 
establecida. 

Una vez comprobado el correcto funcionamiento del 
algoritmo de nivelación, se procede a verificar el control de 
profundidad, para lo cual se fijara una profundidad de 25 cm, al 
encontrarse el vehículo en la superficie, las bombas (L1 a L4) se 
activaran iniciando el llenado las cuatro cámaras de lastre. En la 
gráfica de la Fig. 11 se puede apreciar la desactivación de las 
bombas cuando la profundidad alcanza 21 cm, se mantienen 
desactivadas mientras le Sub-Chaac sigue descendiendo hasta 

alcanzar 29 cm, entonces las bombas se activan nuevamente para 
extraer agua de las cámaras hasta lograr la profundidad de 25 cm. 

Mientras el Sub-Chaac se encuentra bajo prueba, la 
computadora de navegación genera una bitácora de las variables 
que se involucran en el proceso: profundidad, cabeceo, alabeo y 
estado de activación de las motobombas,  

En la Fig. 12 se muestra al Sub-Chaac durante de la prueba 
de nivelación en flotación positiva. 

IV. CONCLUSIÓN 
El sistema de control funciono dentro de los parámetros 

esperados, nivelando satisfactoriamente el vehículo a 

 
 
Fig. 8 Gráfica del ángulo de inclinación durante cabeceo (Xº) positivo 

y ciclos de activación/desactivación de bombas peristálticas, para lograr la 
nivelación del Sub-Chaac. 

 

Fig. 9 Representación del movimiento de alabeo a la izquierda. 

 
 
Fig. 10 Gráfica del ángulo de inclinación durante alabeo (Yº) positivo y 

ciclos de activación/desactivación de bombas peristálticas, para lograr la 
nivelación del Sub-Chaac. 

Fig. 11 Gráfica profundidad y ciclos de activación/desactivación de bombas 
peristálticas, para lograr la profundidad consignada del Sub-Chaac. 

 
 

Fig. 12 Gráfica del ángulo de inclinación durante cabeceo (Xº) positivo 
y ciclos de activación/desactivación de bombas peristálticas, para lograr la 

nivelación del Sub-Chaac. 
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compensando las perturbaciones de cabeceo y alabeo producidos 
por el medio en el que se encuentra inmerso, así también se 
estabilizó la profundidad consignada. Demostrando con esto que 
la solución planteada para controlar la nivelación y profundidad 
es adecuada para un vehículo subacuático no tripulado, donde no 
es requerido posicionamiento riguroso del vehículo. Así mismo 
la arquitectura de en red I2C, permite la escalabilidad del sistema 
para incorporar sensores adicionales, según sean requeridos por 
la aplicación. 
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